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der ordentlichen Hauptversammlung in Hamburg (GAMM) am 26. April 19 7 


1. Bericht über die Tätigkeit der GAMM im vergangenen Jahr RTL, 2, 
a) Die in München und Umgebung ansässigen GAMM-Mitglieder haben sich zu einer örtl ch 
Gruppe mit Herrn Prof. Dr. R. Sauer als Vorsitzenden zusammengeschlossen. Be Be 
b) Der Mitgliederstand ist im vergangenen Jahr weiterhin stark angewachsen und wird ü IR 


1000 Mitglieder betragen. Im Hinblick auf diese große Zahl von Mitgliedern sind künftigden 
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Bewerbungen um Aufnahme von Antragstellern, die dem Vorstandsrat noch nicht durch ihre 


. wissenschaftlichen Arbeiten oder persönlich bekannt sind, Empfehlungen von zwei ge vor 


standsrat bekannten GAMM-Mitgliedern beizugeben. 
c) Die Leiter der Fachausschüsse berichten über ihre Tätigkeit 
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Fachausschuß für Funktionentheorie 
(Leiter Prof. Dr. E. Ullrich) 
In der Zeit vom 20.—80. Juni 1957 wird eine Arbeitstagung abgehalten. 


Der Fachausschuß für Programmieren 

(Leiter Prof. Dr. J. Heinhold) 

hat seine Arbeiten zur Festlegung einer Terminologie der Programmierung sowie zur 
Ausarbeitung einer algorithmischen Schreibweise des Programmierens, insbesondere zum 
Zwecke der Formelübersetzung, im vergangenen Jahr fortgeführt. Er hat im Auftrag der‘ 
Deutschen Forschungsgemeinschaft in der Zeit vom 14.—16. März 1957 in München 
eine Sitzung abgehalten, auf der eine Liste programmierungstechnischer Termini er- 
arbeitet sowie Grundlagen und Richtlinien für eine algorithmische Schreibweise vorbe- 
reitet wurden. Die Liste programmierungstechnischer Termini wurde inzwischen ver- 
vielfältig und wird allen Interessenten zur Kenntnisnahme und Äußerung zugesandt. 
Sie wird sodann als Arbeit des Fachausschusses gedruckt werden. 


Der Fachausschuß ist bereit, sich an der Organisation einer im August 1958 im 
Anschluß an den Internationalen Mathematiker-Kongreß in Edinburgh in Paris ge- 
planten internationalen Tagung über Informationsverarbeitung zu beteiligen. 


Der Leiter des Fachausschusses für Rechenmaschinen, Prof. Dr. A. Walther, konnte es 
ermöglichen, daß GAMM-Mitglieder im Verlag Vieweg als Band 4 der Nachrichten- 
technischen Fachberichte, Vorträge und Diskussionsbemerkungen der Darmstädter Fach- 
lagung über „Elektronische Rechenmaschinen und Informationsverarbeitung‘‘ vom 
25.—27. Oktober 1955 zu einem um 20%, ermäßigten Bezugspreis beziehen können. 

Dieser Fachausschuß wird sich ebenfalls an der Durchführung der obengenannten 
Tagung über Informationsverarbeitung in Paris 1958 beteiligen. 


Der Fachausschuß für Regelungsmathematik (Leiter Dr.-Ing. W. Oppelt) beteiligte sich 
an der Vorbereitung und Durchführung der in Heidelberg vom 25.—29. September 1956 
gemeinsam mit dem VDI/VDE veranstalteten internationalen Tagung über Regelungs- 
technik. 


. Der Fachausschuß für Rheologie (Leiter Prof. Dr.-Ing. F. Schultz-Grunow) be- 


teiligte sich bei der Durchführung und Vorbereitung verschiedener Tagungen, insbesondere 
des internationalen Rheologen-Kongresses, der im kommenden Jahr voraussichtlich in 
Münster stattfinden wird. 


. Der Fachausschuß für statistische Verfahren (Leiter Prof. Dr. H. Richter) plant im 


Herbst dieses Jahres wieder eine Fachtagung für mathematische Statistik in Oberwolfach. 


Der Fachausschuß für Strömungsforschung (Leiter Dr. F. Riegels) hat wegen der 
starken Häufung nationaler und internationaler Strömungstagungen im Jahre 1956 und 
— im Hinblick auf das zu erwartende Grenzschicht-Symposium — auch in diesem Jahre 
von der Einberufung einer weiteren Tagung durch den Fachausschuß abgesehen. 


‚Seitens des VDI-Fachausschusses für Strömungsforschung besteht die Absicht, 
gemeinsam mit dem VDI-Ausschuß für Wärmeforschung, eine Tagung mit dem Thema: 
„Strömung und Verbrennung‘ zu veranstalten. Daher wurde gelegentlich einer ersten 
Fühlungnahme mit dem Fachausschuß für Strömungsforschung der WGL vereinbart, 
in beiden Ausschüssen die Arbeit im laufenden Jahre stärker auf eine persönliche Füh- 
lungnahme der Strömungsforschung betreibenden Stellen untereinander zu konzentrieren 
und u. U. eine kleine Sitzung einzuberufen, auf der lediglich zusammengefaßte Kurz- 
berichte über laufende Institutsarbeiten (keine Vorträge) gegeben werden sollen. Sollten 
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Vorschläge vorliegen, so bitte 
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2 * 2. Kassenlage ; at Akte a 
E Der Geschäftsführer gibt den Kassenbericht für das Jahr 1956. Dieser kann als ausgeglichen be- 

. zeichnet werden. rt 

- = Herr Prof. Quade, der zusammen mit Herrn Prof. Schmetterer in Vertretung der ver- r 
hinderten Kassenprüfer Lösch und N euber mit nachträglicher Billigung der Hauptversammlung Br 
die Kassenprüfung vorgenommen hat, berichtet, daß die Abrechnung in Ordnung befunden und die j B 
Belege geprüft wurden. 

Herr Prof. Dr. Ullrich beantragt die Entlastung des gesamten Vorstands; der Antrag wird 

einstimmig angenommen. | 


3. Die Mitgliedsbeiträge für Einzelmitglieder, Institute und Verbände für 1958 wurden wie 
bisher auf 6.— DM festgesetzt. Die Firmen werden gebeten, den Beitrag nach Selbsteinschätzung 

zu bezahlen, wobei als Richtsatz der Betrag von 50 DM vorgeschlagen wird. Der Mitgliedsbeitrag > 
- kann von der Steuer abgesetzt werden. 


4. Neuwahlen 


Für die durch Los ausgeschiedenen Vorstandsratsmitglieder Maruhn und Schlichting werden a 
als neue Mitglieder des Vorstandsrats die Herren Prof. Dr. Heinrich (Dresden) und Prof. 

Dr. Wieghardt (Hamburg) einstimmig gewählt, ebenso als Kassenprüfer für 1957 die Herren 

Prof. Dr. Lösch und Prof. Dr. Neuber. 


5. Die wissenschaftliche Jahrestagung 1958 wird in der Zeit vom 8.—12. April 1958 an der 
Justus Liebig-Hochschule in Gießen stattfinden; örtlicher Tagungsleiter ist Prof. Dr. E. Ullrich. 
Die wissenschaftliche Jahrestagung der DMV wird vom 14,.—16. April 1958 ebenfalls in Gießen 
stattfinden. 


6. Verschiedenes 
Der nächste internationale Mechanik-Kongreß wird 1960 in Stresa am Lago majore stattfinden. 


Heinhold, Geschäftsführer 


A. ANGEWANDTE MATHEMATIK 


Zum Differenzenverfahren bei partiellen Differentialgleichungen 
Von Julius Albrecht in Hamburg 


Ausführliche Darstellung in ZAMM, Band 37 (1957): 


[1] J. Albrecht, Zum Differenzenverfahren bei parabolischen Differentialgleichungen, Seite 202—212. 
[2] J. Albrecht, W. Uhlmann, Differenzenverfahren für die 1. Randwertaufgabe mit krummlinigen Rändern 
bei Au(z, y) = r(&, y, u) Seite 212—224. 


Über Schwarzsche Algorithmen in partiellen Differential- 


gleichungen der mathematischen Physik 
Von Ivo Babuska in Prag 


Vorungefähr 100-Jahren hatSchwarz die Lösung des Dirichletschen Problems auf einem 
Gebiet, das durch die Vereinigung zweier Gebiete entsteht auf denen das Problem allgemein lös- 
bar ist, angedeutet. Seit dieser Zeit hat sich eine ganze Reihe Autoren mit dieser Methode be- 
schäftigt. Das Studium der Konvergenz dieser Lösung verlief in zwei Richtungen. Die erste 
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benutzt für den Konvergenzbeweis grundsätzlich das Maximumprinzip und gilt z.B. für elip- 
tische Gleichungen zweiter Ordnung. Die zweite beruht auf der Variationsmethode. 

In dem Beitrag wurde gezeigt, daß man alle Beweise, die auf der Variationsmethode be- 
ruhen von folgendem Satz der Funktionalanalysis ableiten kann. 

Es sei H ein Hilbertscher Raum und H, und A, seine Unterräume. Weiter sei H,=H,ındH; 
und P; die Projektoren auf H, füri = 0,1,2. Dann gilt lim (P, P,)"= P.- 


Nn>XO Ra 
Aus dem angeführten Satz folgt die Konvergenz für den Schwarzschen Algoritmus bei 
sehr allgemeinen Voraussetzungen. Probleme für deren Konvergenzbeweis man diesen Satz 
direkt anwenden kann, wurden allgemein als regular bezeichnet. a 
Der Hauptgedanke für die Anwendung dieses Satzes wurde an dem klassischen Beispiel des 
Schwarzschen Algoritmen für das Dirichletsche Problem auf der Vereinigung zweier Kreise 
Q= K,uK, mit nichtleerem Durchschnitt gezeigt. Zuerst wurde die äquivalente Formu- 
lation der Ritzschen Methode (das Minimumproblem des quadratischen Funktionals) angedeutet. 


So seiye Wi auf 2. Wir sagen, daß ye W; auf 2 ist, wenn 


ER) 
2 — —) )dQ 
Il N ie n oy un: 
ist. Die Ableitungen werden in dem sogenannten verallgemeinerten Sinne verstanden. 
Es sei M ein Lineal aller genügend glatten Funktionen, die auf F(2) gleich Null sind, wobei 
F(2) der Rand des Gebietes 2 ist. In dieses Lineal führen wir nun das skalare Produkt ein: 


ou 0 ou od 
ueM, em an = || (Er + En 


2 


und vollziehen die Abschließung M dieses Lineals in der Norm [u]? = (u, u). Es läßt sich 
zeigen, daß M e W1 ist. Wir bezeichnen mit M die orthogonale Ergänzung zu M in W!. 


Nun kann man zeigen, daß man die harmonische Funktion 9 auf 2, welche dieselben Werte 
annimmt wie die Funktion y auf dem Rande, in der Form = P,y schreiben kann. P, ist der 


Projektor auf die orthogonale Ergänzung M. Die Randwerte werden wiederum in dem verallge- 
meinerten Sinne verstanden. 

Wir bezeichnen nun mit M, das Lineal aller genügend glatten Funktionen, welche auf F(Q2) 
gleich Null und auf K, — K, identisch gleich Null sind. Ähnlich definieren wir M,. Ersichtlich 
ist M\eM, M,eM. Wir bezeichnen weiter mit M, die orthogonale Ergänzung zu M,; in Wt. 
Nun kann man zeigen, daß man die Folge, welche bei dem Schwarzschen Algoritmus kon- 
struiert wird in dieser Form schreiben kann: 


W=Y Um Pu, Un=P,Wi-n. 


Also ist ug, = (P, P5)" y und nach dem oben angeführten Satz ist lim u, = Püy, wo P% ein 


N 00 
Projektor auf M,nM, ist. Da nun gezeigt werden kann, daß M + M,=M, M, N M, —M 
ist, so ist PR = P, und lim u, = u die gesuchte Lösung des Dirichletschen Problems. Die 


N Oo 


Konvergenz gilt im Raum W; und aus den Mittelwertsätzen folgt auch die Punktkonvergenz. 


Es wurde noch eine weitere Anwendung des Satzes gezeigt. Dieser läßt sich auch bei dem 
Konvergenzbeweis für die Folge der biharmonischen Funktionen u, zu der Lösung u des bihar- 
monischen Problems auf einem Rechteck, wenn am Rande der Wert der Funktion und ihrer 
Ableitung in Richtung der Außennormalen vorgeschrieben ist, anwenden. Dabei ist die Folge u, 
so konstruiert, daß je auf zwei sich gegenüberliegenden Seiten statt der ersten Ableitung die 

ru 
partielle Ableitung ans vorgeschrieben ist, wobei auf den zwei anderen Seiten die Randbedin- 
gungen genau erfüllt werden. 


Dieser Algorithmus, im Vortrage Algorithmus vom Schwarzschen Typ genannt, hat 
insofern praktische Bedeutung, da mit Hilfe Fourierscher Reihen das biharmonische Problem 
auf einem Rechteck verhältnismäßig leicht lösbar ist, wenn auf zwei sich gegenüber liegenden 
Seiten die Funktion und ihre zweite Ableitung in Richtung der Normalen gleich Null sind. 
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Am Schluß des Beitrages wurde behauptet, daß der angeführte Fundamentalsatz auch in 
nn Gebieten der Mathematik, z.B. in der Theorie der Integralgleichungen angewendet 
werden kann. | 


i „ Nachträglich habe ich festgestellt, daß Dr. Morgenstern die Anwendung desselben Gedankens, der auch 
in meiner Arbeit angewendet wird, in der Zamm 7/8 Juli-August 1956, angedeutet hat. In meinem’ Beitrag wurden 
einige theoretischen Ergebnisse angeführt, die ich im Jahre 1955 zur Lösung eines gewissen technischen Problems 
angewendet habe. Über die Ergebnisse die am Schlusse meines Beitrages angedeutet wurden, habe ich in bezug 
auf die numerische Lösung im Juni 1956 auf der Mathematiker-Tagung in Moskau gesprochen, 


Zur Ermittlung des Kernes einer beliebigen Viereckfläche 
Von J. Barta in Budapest (Ungarn) 


Man weiß, daß, wenn es sich um 'eine Rechteckfläche handelt, der Kern laut Bild 1 zu er- 
mitteln ist. Ein Verfahren, das der Verfasser zur Ermittlung des Kernes einer beliebigen Vier- 
eckfläche empfiehlt, ist das folgende. 


Man sucht die zu den Seiten a, b, c, d gehörigen Kernpunkte A, B, C, D. Zunächst kon- 
struiere man den Punkt A wie folgt. Man ziehe die Diagonalen EG und FH (Bild 2). Ihr Schnitt- 
punkt ist I. Man zeichne die Punkte I!’ und [” auf die Diagonalen so auf, daß EI’ = IG und 
FT’ = IH seien. Man verbinde die Punkte I’ und I”. Der Halbierungspunkt ist der Punkt Z, 
a, MEZ ZEN, 


Bild 1 Bild 2 Bild 3 


Dann halbiere man die Seiten a, b, c, d,womitEK=KF,FL=LG6,G6M=MH,HN=NE 
sind (Bild 3). Man verbinde jeden Halbierungspunkt mit dem Punkte Z. Diese Verbindungs- 
linien enthalten die Kernpunkte A, B, C, D. Man kann z. B. den Kernpunkt A finden wie folgt. 
Man messe inBild2 die Strecken IG, IH, EG, FH, in Bild 3 die 
Strecke ZM ab. Dann berechne man 


1 

2 ZM (di 

ZA ns ) 
EG: FH 


und trage die Strecke ZA auf (Bild 3). Damit ist der Kern- 
punkt A ermittelt. Analog geschieht die Ermittlung der Kern- 
punkte B, C, D. Hiermit ist also der Kern ABCD bestimmt Bild 4 

Bild 4). 

Die Bilder 2, 3, 4 sind hier nur wegen der leichteren Verständlichkeit separat aufgezeichnet. 
In der praktischen Ausführung können sie eine einzige Figur bilden. 

Der Beweis des Verfahrens ist insofern interessant, als der Verfasser hierzu die Vektor- 
rechnung benützt hat. Ohne Benützung der Vektorrechnung ist der Beweis äußerst umständ- 
lich. (Die Vektorenrechnung wird zur Behandlung der baustatischen Probleme nur selten ver- 
wendet.) Der Beweis, der jetzt wegen Zeitmangel nicht mitgeteilt wird, soll demnächst in den 
Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae erscheinen. 
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Asymptotische Entwicklung von Parameterintegralen 


Von Lothar Berg in Ilmenau 
Um ein: Parameterintegral über das Intervall (0, oo) 
G(s) = [ 665, I) dt 
ö 


in eine asymptotische Reihe zu entwickeln (wobei wir uns auf den Fall s— » beschränken wol- 
len), geben wir folgende’ allgemeine Vorschrift an: Man zerlege den Integranden in ein Produkt 
G(s, 1) = K(s, 1) k(s, i) derart, daß k(s, i) in einem abgeschlossenen Kreis mit dem Radius o(s) 
und dem Mittelpunkt t = x(s) eine reguläre analytische Funktion ist. Dann gilt bei passendem 
Verhalten von K(s, f) 


c+® +0 


1 N 
| es. t) md x(s)) Ai Kt Dar a ae 
mit ke kl, t). (Würden wir an Stelle der Taylorschen Reihe die Taylorsche 


Formel mit Restglied benutzen, so brauchten wir nur vorauszusetzen, daß k(s, ) für — o<It 
<x-+ o mindestens n stetige Ableitungen nach ? besitzt.) Ist die Reihe (1) eine asymptotische 
Reihe in dem verallgemeinerten Sinne, daß es zu jedem Reihenrest R,(s) eine endliche Zahl 
p > 0 gibt mit R,+,(s) = 0 (|R,(s)|), und sind alle Integrale (m = 0, 1, 2,...) 


CHA, SC Hd, Ks d S Ks d(—zrdt, Kuls,x) [ Kst) (E— a)" dt 
0 x+o x + 


= o(|R,(s)|) für jedes noch so große n und eine gewisse Zahl x (wobei x = — oo zugelassen 
ist), so gilt die asymptotische Entwicklung 


GI I; hals x) | Re, Dit El) de N 


die natürlich nicht zu konvergieren braucht. Die Konstante « ist dabei so zu wählen, daß sich 
die Integrale auf der rechten Seite leicht berechnen lassen. 

Alles kommt jetzt darauf an, zu einer gegebenen Funktion G(s, {) in geschickter Weise die 
zugehörigen Größen K(s, ft), x(s) und « zu bestimmen. Wir wollen hierfür drei Beispiele angeben, 
bei denen die Formel (2) unter gewissen Zusatzvoraussetzungen eine (verallgemeinerte) asympto- 
tische Entwicklung liefert. 


1°, .68,9)= er DH, Ksıd=e Pin. Der, 


RE = 8, 8 —rts))? 
2. G&d)= Erd, Klst) = Pe (20) — 98) (LE 
x(s) ist durch die Gleichung g,(s, x) = 0 bestimmt, wobei ein Index n wie bei k,(s, ) die n-t 
partielle Ableitung nach ? bedeutet, x = — x. n(s, D e 


+ a(s) 


(=) +.a(s) -+b(s, t) 
5 ’ > a = 0 S 


SED Reder (2) 


Dabei können wir uns a(s) so gewählt denken, daß b(s, x(s)) = g(1) = 0 ist. 


Das „Beispiel 1° ist von sehr spezieller Art, es findet sich bereits in der Arbeit [1]. Beim 
Beispiel 2 darf der Integrand wesentlich allgemeiner sein. Das erste Glied der Entwicklung (2) 
wurde für diesen Fall sowie für den Fall 3° in der Arbeit [2] angegeben, wo man auch genaue 
en für die Gültigkeit der entsprechenden asymptotischen Darstellungen findet. Zu 
en Voraussetzungen gehört im Falle 2°, daß x2(s) 95(s, x(s)) — + oo streben muß, wäl fü 
(5) 92(5; x(s)) — c, der Fall 3° zuständig ist. \ ) a 


Im Falle 2° gilt 


+00 N ) -H 00 ; +00 
Kedli—ard-= I zZ rpngt_oartz | A 
i) V92(s,2)" + = ne RR En 
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so daß sich 
Im 62, 6, %) 
G sm 2n 
6 Vs Ds Dye n g"(s, x) ee le) 


ergibt mit 
k(s,%) =1, K=V\, eg k=—-9%+108, k=—-96 +39 +569,9--- 


Die Entwicklung (3) ist bei passendem Verhalten des Reihenrestes beispielsweise dann eine 
asymptotische Entwicklung, wenn es eine Funktion 9(s) mit p(s) = o(1) gibt, so daß 


een nen 
Vans, ©) = O\P66) Y926s, ©) 
ist für alle n > 2 wie etwa im Falle g,(s, 2) = c, 2x" mit e>0. 


Wichtige Anwendungsbeispiele sind die Laplace-Transformation (vgl. [3]) und die Mel- 
lin-Transformation, für die bei Beschränkung auf das erste Glied beispielsweise 


a Ko) + Zr“ 
fette den I(s)e” 2” (so) 


0 
gilt, sofern x"(s) = 0(s’””) für» = 1, 2 ist und einige weitere Voraussetzungen erfüllt sind. Während 


ne hergeleitet werden konnte (wo sx’*(s) = o(1) ist), 


wird in [2] gezeigt, daß sogar y< — 3 sein darf. 


diese Formel in [1]im wesentlichen nurfüry< 


Im Falle 3° gilt 
REN Dr de A Een, u EA DR di. 
0 0 


Nehmen wir an, daß b,(s, x) = 0 ist, so ergibt sich 
ee el, Beben ebsbaa.e, 
so daß (2) jetzt 
Ka) Cs, 7) (A, + A, 2 bl) + A bl, +) nenn) 
lautet. Wie bei der Entwicklung (3) muß auch hier noch das Verhalten des Reihenrestes unter- 
sucht werden. 


Wir interessieren uns besonders für den Fall, in dem b(s, £x) und x" b,(s, x) — 0 streben für 
s— oo und alle {und n. Dann kann man nämlich leicht die Funktionen x(s) und g(f) ermitteln, 
wenn der Integrand nicht in der speziellen Form 3° sondern in der allgemeinen Form 2° gegeben 
ist. Man braucht nur die Funktion x(s) aus der Gleichung x 9,(5, 2) + c = 0 zu bestimmen, wo- 
bei c eine gewisse Konstante ist, die man möglichst gleich Null wählen wird, und erhält dann die 


Funktion g(f) gemäß g(l) = es n( 9(s,x) — g(s, xt)). Die Bedingung x"b,(s, x) — 0 bedeutet 


x" 9,(5 %) + PA) — 0 für n > m wie für n = 2 bereits weiter oben angeführt wurde. 
Ergibt sich als Grenzwert speziell g(l)=0 und ist c, = 0, so kann man schließlich ver- 
t 
USD =) Kr und Als.) = ah (=) 
2? 94(5, &) 
men, sofern man es nicht vorzieht, durch eine Transformation der Integrationsveränderlichen zu 
einem anderen Integranden überzugehen. 2 


durchzukom- 


suchen, mit dem Ansatz g(f) = lim 
s>0 


[1] L. Berg, Asymptotische Entwicklung einer Klasse von Integralen. Kurze Zusammenfassung: Z. angew. 
Math. Mech. 36 (1956), ausführliche Darstellung: Math. Nachr. (im Druck). 

[2] L. Berg, Herleitung asymptotischer Ausdrücke für Integrale und Reihen. Kurze Zusammenfassung: Wiss. 
Z. Hochsch. Ilmenau, Jg. 3 (1957), H. 1. 

[3] L. Berg, Über das asymptotische Verhalten der Laplace-Transformation (Fortsetzung) (Vorauss. Math. 
Nachr.). 
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Funktionalanalytische Fassung der Iterationsverfahren 
bei Eigenwertproblemen 
Von W. Dück in Jena 


Die Betrachtung der Iterationsverfahren zur Bestimmung von Eigenwerten und Eigen-. 


elementen bei linearen, selbstadjungierten, volldefiniten Eigenwertproblemen der Gestalt: 
(M-AN)U— On. 0 000 2 ee 


führt zu gewissen Analogien, wenn man unter M und N Differential-Integral- oder Matrizen- 
operatoren versteht. Es ist daher naheliegend, diesem Fragenkreis funktionalanalytisch nach- 
zugehen. 

Betrachten wir also allgemein das Eigenwertproblem (1). Dann haben wir uns zunächst 
mit den Operatoren M und N und ihren Definitions- und Wertebereichen zu beschäftigen. Unter? 
wollen wir dabei eine komplexe Zahl verstehen. 

Mit Y soll der gemeinsame Definitionsbereich der Operatoren M und N und mit X ihr 
Wertebereich bezeichnet werden. 

Wir wollen annehmen, daß X ein linearer, metrisierter Raum ist. Dann ist in X eine Addi- 
tion zwischen den Elementen und eine Multiplikation der Elemente aus X mit den komplexen 
Zahlen erklärt, die den Axiomen für den linearen Raum genügen. 

Weiterhin ist jedem Elementpaar x, y aus X einekomplexe Zahl (x, y) als Skalarprodukt 
zugeordnet und diese Verknüpfung genügt den Axiomen für Skalarprodukte. 

Über die Operatoren M und N machen wir folgende Voraussetzungen: 

1. Die Operatoren M und N sind über einem linearen, metrisierten Raum Y erklärt, den 
sie in den linearen, metrisierten Raum X abbilden, und es gelte: 


VCHX 
2. Die Operatoren M und N sind linear, d.h. es gilt für alle x, yeY: 
M(<+yJ)=Mx+Mjy, N@+yJ=Nı+Ny, 
M(ex)=aMz, Neaz)=eNT: 


Mit «x möge dabei eine komplexe Zahl bezeichnet werden. 
3. Die Operatoren M und N sind selbstadjungiert, d.h. für jedes Paar x, y aus Y gilt: 


(Mx,y)=(&, My), 
Noy)=@Ny). 
4. Die Operatoren M und N sind positiv, für jedes veY gilt also: 
WED MzLJ—V 
fürn ee 0 für 501 
(Nz,x)>0 Nr 


Ein Eigenwertproblem (1) im linearen, metrisierten Raum Y, dessen Operatoren diesen Voraus-: 


setlzungen genügen, wollen wir ein lineares, selbstadjungiertes, volldefinites Eigenwertproblem 
im linearen, metrisierten Raum nennen. 


. „Die Betrachtung dieser Voraussetzungen über die Operatoren führt auf den Gedanken, 
mit Hilfe der Gleichungen 


wp=(@&My) Bars 
2, y|l = & My) (3) 


neue Skalarprodukte in Y zu definieren, die wir ausgezeichnete Skalarprodukte nennen wollen 
denn es zeigt sich, daß diese neuen Produkte allen Axiomen für Skalarprodukte genügen. Durch (2) 
wird dann z.B. zwei Elementen x,y aus Y nicht die früher durch (2, y) definierte Zahl als Skalar- 
produkt zugeordnet, sondern diejenige Zahl, die sich durch die gewöhnliche skalare Produkt- 
bildung zwischen den Element x und den durch den Operator M vermittelten Bild von y ergibt. 


Diese ausgezeichneten Skalarprodukte spielen nun in der Eigenwerttheorie eine entschei- 
dende Rolle. Betrachten wir z.B. Eigenwertprobleme bei gewöhnlichen, linearen Differential- 


uypeyY 


a u 
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gleichungen. Dann wollen wir unter Y den Raum der Vergleichsfunktionen und unter X den 
Raum der im Intervall [a,b] stetigen Funktionen verstehen, in dem durch 
b 


y) = Fa) yih) di 
[7 
eine gewöhnliche, skalare Produktbildung erklärt wird. Die Voraussetzungen über die Operatoren 
beinhalten, daß das Eigenwertproblem linear, selbstadjungiert und volldefinit im gewöhnlichen 
Sinne sein muß, und die ausgezeichneten Skalarprodukte werden durch die Gleichungen 


a = Fa) My al 


b 


& yl = [ON yl) dt 


[(7 


%yEeY 


definiert. 

In derselben Weise ordnen sich Eigenwertprobleme mit symmetrischen, positiv definiten 
Matrizen als Operatoren oder Eigenwertprobleme bei Integralgleichungen mit symmetrischem, 
positiv definitem Kern diesen allgemeinen Überlegungen unter. 

Unter den gemachten Voraussetzungen läßt sich leicht zeigen, daß alle Eigenwerte reell 


und sogar positiv sein müssen und zwei zu verschiedenen Eigenwerten gehörige Eigenelemente >; 


und v, bezüglich der ausgezeichneten Skalarprodukte orthogonal sind, also 
vi, D,) —=( D 
[v;, v,] = 0 
gilt. 
Setzen wir zusätzlich noch voraus, daß die Gleichung 
My=z 


für jedes zeX eindeutig in Y auflösbar ist, so können wir, ausgehend von einem vom Nullelement 
verschiedenem, aber sonst beliebigen Element y,e Y eine Folge von Iterationselementen nach 
der Vorschrift 

MUsoNyer 


konstruieren und aus ihnen die Schwarzschen Konstanten 
a2x = [Yr > Yıl >» 
dar—ı = [Y; Yr—ı] ’ 


sowie die Schwarzschen Quotienten 


berechnen. Die Schwarzschen Quotienten bilden dann eine monoton fallende Folge positiver 
Zahlen. 

Um jedoch weitere Aussagen über die Folge der Schwarzschen Quotienten und die Folge 
der Iterationselemente machen zu können, benötigen wir noch weitere Voraussetzungen über 
das Eigenwertproblem insbesondere Entwicklungsaussagen. Dazu setzen wir das System der 
Eigenelemente v; als orthonormiert im Sinne 

[v; , v,| — Öy; 


voraus und fordern, daß jedes Element x aus Y nach Eigenelementen entwickelbar ist 
a a at ae ae, 


was wir in dem Sinn verstehen wollen, daß zu jedem &>0 und xeY ein n existiert, so daß 


n N 
— 2 uU, 2—2% ax <E 
i=1 i=1 J 
ist. Es sei hier nur bemerkt, daß es genügt vorauszusetzen, daß die Elemente der Iterationsfolge 
nach Eigenelementen entwickelbar sind. Weiterhin müssen wir fordern, daß die Anwendung 
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der Operatoren M und N auf (4) den Gleichungen 
M& =%cMv, 


i=1 
oo 

Nie= DaND 
i=1 


genügt. 

Außer der Existenz wenigstens eines Eigenwertes wollen wir dann noch annehmen, daß 
alle Eigenwerte des Problems von endlicher Vielfachheit sind und sich höchstens im Unendlichen 
häufen können. # 

Diese neuen Voraussetzungen gestatten dann, folgende weitere Aussagen zu machen: 


1. Die Folge der Schwarzschen Quotienten konvergiert gegen den kleinsten Eigenwert, 


wenn das Ausgangselement y, der Iterationsfolge nicht orthogonal zum ersten Eigenelement ist 


m>h: a 


2. Die Folge der Iterationselemente y,„ konvergiert gegen das erste Eigenelement, wenn 
das Ausgangselement y, nicht orthogonal zum ersten Eigenelement ist und der erste Eigenwert 
einfach ist 

„>b. 
Zum Beispiel kann für die betrachteten Eigenwertprobleme bei Differentialgleichungen ‚die 
Gültigkeit der gemachten Aussagen über das Iterationsverfahren unmittelbar aus den all- 
gemeinen Betrachtungen entnommen werden. 

In dieser Weise können eine Reihe weiterer Aussagen über das Iterationsverfahren funk- 
tionalanalytisch gewonnen werden. 

Diese Überlegungen lassen jedoch noch eindeutig einige Fragen offen. So haben wir Exi- 
stenz- und Entwicklungsforderungen machen müssen sowie eine spezielle Eigenwertverteilung 
zugrunde gelegt, über deren Gültigkeit funktionalanalytisch noch nichts ausgesagt wurde. Unter 
gewissen schärferen Voraussetzungen über den Elementraum, bzw. über die Operatoren, kann 
die Gültigkeit dieser Forderungen nachgewisen werden; dabei spielen immer wieder die aus- 
gezeichneten Skalarprodukte eine entscheidende Rolle, wenn man nicht auf die Möglichkeit der 
Orthonormierung der Eigenelemente verzichten will, die nämlich allgemein nur bezüglich der 
ausgezeichneten Skalarprodukte möglich ist. Über diese Existenz- und Entwicklungsaussagen 
soll an einer anderen Stelle ausführlich berichtet werden. 

Eine funktionalanalytische Beschreibung der Iterationsverfahren bei Eigenwertproblemen 
ist bereits von Collatz!) angegeben worden. Der von mir hier beschrittene Weg paßt sich aber 


auch einfach der Aufgabe an, Existenz und Entwicklungsaussagen funktionalanalytisch zu 
gewinnen. 


!) Collatz, Einschließungssätze für Produkte von Eigenwerten (Wissenschaftliche Zeitschrift der TH 
Dresden 1952/53). 


Über einige Anwendungen von Hypermatrizen, deren Blöcke 
vertauschbar sind 
Von E. Egerväry aus Budapest 
Bezeichnungen 
A = [a;;] = Matrix mit den Skalarelementen a«;;, 


[A; ;l = Hypermatrix mit den Blöcken A;,, 
A* — Transponierte von A, 

a,4; — Spaltenvektoren, 

b*, bi — Zeilenvektoren, 


A-xB = [Ab;;], [Bl =$: 


‚Man kennt sehr wenige Typen von Matrizen (z.B. die zyklischen Matrizen und gewisse 
Kontinuanten), deren Inverse, Eigenwerte und Eigenvektoren bei unbestimmter Ordnungszahl 
explizit angebbar sind. Deshalb war die explizite Lösung von linearen Problemen im Falle 
einer unbestimmten Anzahl von Freiheitsgraden mit den üblichen matrizentheoretischen Hilfs- 
mitteln nicht einmal für Systeme möglich, welche eine von geometrischen oder anderen Stand- 
punkte aus regelmäßige Struktur aufweisen. 


Ky = ii RM w 
u N ur r 
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. __ Immerhin hat man auf Umwegen gewisse Teilergebnisse erhalten. Wir erwähnen hier nur 
die Bestimmung der Eigenwerte der zu einem zweidimensionalen Massenpunktgitter gehörigen 
Matrix, die Berechnung der Determinante der zu einem zyklisch-symmetrischen Raumfachwerk 
gehörigen Matrix, die Zurückführung der elektrischen Mehrphasensysteme auf Einphasensysteme 
mit Hilfe der sogenannten symmetrischen Komponenten. 

Wie eine vergleichende Betrachtung der bei diesen Aufgaben auftretenden Matrizen zeigt, 
offenbart sich die strukturelle Regelmäßigkeit der genannten Systeme matrizensymbolisch darin, 
daß die entsprechenden Matrizen sich in paarweise vertauschbare Blöcke partitionieren lassen. 

So besteht z.B. die Matrix des Gitters von n-m Massenpunkten aus m? Blöcken n-ter Ord- 
. nung von der Form @;E + b,,C: 


E = Einheitsmatrix; C = Kontinuante, 


die Matrix des zyklisch-symmetrischen Raumfachwerkes aus zyklischen Blöcken usw. 

Es war also die Vermutung naheliegend, daß zu einer erschöpfenden, übersichtlichen und 
dabei auch rechnerisch verwertbaren Lösung der genannten Probleme ein besonderer Algoritmus 
nötig ist, welcher die Vertauschbarkeit der Blöcke ausnützt. Die Grundlagen zu einem solchen 
Algoritmus wurden vom Verfasser in einer früheren Arbeit!) geschaffen. Hier seien nur die 
wichtigsten Rechenregeln für Hypermatrizen mit vertauschbaren Blöcken angeführt. 

I. Wird unter einer Determinantenmatrix diejenige Matrix verstanden, welche von 
den (vertauschbaren) Blöcken der Hypermatrix ebenso abhängt, wie eine gewöhnliche Deter- 
minante von ihren Skalarelementen, so ist die Determinante der Hypermatrix gleich der Deter- 
minante der Determinantenmatrix. 

II. Wird unter einer Unterdeterminantenmatrix diejenige Matrix verstanden, welche 
von den (vertauschbaren) Blöcken ebenso abhängt, wie eine gewöhnliche Unterdeterminante von 
ihren Skalarelementen, so erhält man irgendeinen Block der adjungierten Hypermatrix, indem 
man die entsprechende Unterdeterminantenmatrix mit der adjungierten der Determinanten- 
matrix multipliziert. 

Durch diese Regeln wird die Rechnung mit Hypermatrizen n-m-ter Ordnung auf Rech- 
nungen mit Matrizen n-ter und m-ter Ordnung zurückgeführt. 

III. Wenn eine Matrix A die Spektralzerlegung 


zB: PP =&,PE; Re HE Dar u SE >.) 
besitzt, so wird eine im Spektrum von A reguläre analytische Funktion f(A) bekanntlich durch 


die Formel 
KA) a 10h) P, 


angegeben. 

Diese Formel läßt sich für Hypermatrizen folgendermaßen verallgemeinern. Eine im 
Spektrum von A reguläre analytische Funktion /(H) der Hypermatrix H = [9;;(A)], deren 
Blöcke g9;;(A) Polynome der Matrix (1) sind, kann durch die „semikanonische“ Formel 


al re A 3 Be 
dargestellt werden, wo G, die Matrizen 


I(Ar)s I22(Ar) ' * " Iın(Ar) 
a U re k=1,2,..,m) 
In (Ar) In n(Ar) 


bedeuten. 
Um die vollständige kanonische Darstellung zu erhalten, muß man die Matrizen 
[G;A)](k= 1, 2, ..., m) auf die Normalform bringen. 

IV. Besonders einfach ist die kanonische Darstellung einer Hypermatrix von der Form 
BB Na iBain I Se Be I ET 9), 
v4 

wenn die kanonische Darstellung der beiden auf Diagonalform transformierbaren Matrizen 


A und B: 
A 3 a. U; U8 BED 
k 


BD, b;V: v® vevn=öLn 


1) E. Egerväry, On hypermatrices whose blocks are commutable in pairs and their application in lattice- 
dynamics. Acta Scient. Szeged, 1954 (XV.) 211—222. 
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bekannt sind. Man hat nämlich in diesem Falle 
PEN AUN 2 ve) a ee 
vd RT vdq 


die Eigenwerte sind also Polynome der Eigenwerte von A und B, und die Eigenvektoren sind 
direkte Produkte der Eigenvektoren von A und B. 

Diese Rechenregeln wurden vom Verfasser und seinen Mitarbeitern bei der Untersuchung 
von Kristallgittern, Raumfachwerken mit zyklischer Symmetrie und elektromagnetischen Mehr- 
phasensystemen mit Erfolg verwendet. 


Ein abstrakter Satz zur Konvergenzerzeugung und. Konvergenz- 
verbesserung für Iterationsverfahren bei nichtlinearen Gleichungen 
Von Hans Ehrmann in Stuttgart 


Wegen des heute kaum noch übersehbaren Literaturumfangs auf dem Gebiete der Itera- 
tionsverfahren erscheint es immer wesentlicher, die in den speziellen Arbeiten ständig wieder- 
kehrenden Grundgedanken zu abstrakten Sätzen zusammenzufassen. Ein solcher abstrakter 
Satz enthält dann gewöhnlich mehrere auf verschiedenen Gebieten getrennt und unabhängig 
voneinander bewiesene Sätze als Spezialfälle, und umgekehrt liefert er häufig neue spezielle 
Sätze und Fehlerabschätzungen. Dies haben insbesondere J. Weissinger und L. Collatz ge- 
zeigt!). 

Es wird dabei von einer allgemeinen Gleichung 


u= Tu mit einem’ Operator "7, . . „reale 


ausgegangen und das Iterationsverfahren 


TU Ne AAN. Sl A 
untersucht. 

Hier soll nun ein abstrakter Satz vorgetragen werden, der auch solche Fälle erfaßt, bei denen 
das Verfahren (2) nicht oder nur sehr schlecht konvergiert, und der dann in vielen Fällen zur 
Konvergenzerzeugung oder Konvergenzverbesserung dienen kann. Dabei gehen wir aus von der 
allgemeineren Gleichungsform 


SuUS.T u. ehe ei Zee 
wobei $ und T (nicht notwendig lineare) Operatoren?) sind, die ein Teilgebiet ® eines linearen 


Raumes N eindeutig in A abbilden. R sei ein metrischer Raum, d.h. je zwei Punkten u veR 
ist ein „Abstand“ o(u, v) zugeordnet, der der Bedingung 


o(n, 0) =D». . gefau Uann peenn u = un N ee 
und der Dreiecksungleichung 
o(u, dv) < ou, w) + o(v, w) für jedes Elemententripel u, 1, weR .....(b) 


genügt. Bei Weissinger ist o(u, v) eine reelle Zahl. Aus (a) und (b) folgt dann insbesondere die 
Definitheit o(u, v) > O0 und die Symmetrie o(u, v) = o(v, u) des Abstandes. Wir wollen hier je- 
doch den allgemeineren Abstandsbegriff von J. Schröder?) zugrunde legen, mit dem dieser für 
das Iterationsverfahren (2) in vielen speziellen Fällen bessere Fehlerabschätzungen erzielt und 
der für die praktische Anwendung unseres Satzes häufig sogar notwendig wird. 


‚Dabei sind die Abstände 9, o, ... Elemente eines linearen halbgeordneten Raumes N, in 
dem insbesondere gilt: 


N,: Mit 09, ve W ist auch « o+ßoeN mit reellen Zahlen a, ß, d.h. R ist linear, 
N. in \ sind für gewisse Elemente 0, o Beziehungen o > o definiert, d.h. R ist halbge- 
ordnet, 


N;: gewissen Folgen {o,} aus N ist ein (eindeutig bestimmtes) Grenzelement oe = lim o, 
zugeordnet, d.h. R ist Konvergenzraum. une 


!) J. Weissinger, Math. Nachr. 8, 193—212 (1952). — L. Collatz, Z. angew. Math. Mech. 33, 116—127 
2) S und 7 können auch verschiedenartive Oper; in, Sei i i i 

\ . _ vers peratoren sein, z. B. S ein Differential-, 7’ ein Integral 2 
®) J. Schröder, Math. Zeitschr. 66, 111116 (1956), Z. angew. Math. Mech. 36, er 
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Diese Beziehungen genügen den bei Zahlen üblichen Rechenregeln. Z.B. aus e20I, —=0 
folgt g = 0, aus lim 0, — 0, lim o, = 0 folgt lim (oe, + 0,) = o + o usf. (Siehe hierzu insbeson- 
dere J. Schröder?). 

Die Konvergenz einer Folge {u„} in einem bezüglich N metrischen Raume R gegen ein 
Grenzelement u wird durch die Forderung festgelegt, daß lim u, — u äquivalent ist mit 


N>XO 


lim o(u, u,) = 0. Die Konvergenz ist also stets im Sinne der Metrik zu verstehen. 


NO 


Ferner setzen wir noch voraus, daß der Abstand folgende Zusatzbedingung erfüllt: 
e(u+wv+w)= o(u,v) für jedes Elemententripel u, u, weR .... .(e). 

Man kann dann insbesondere schreiben: o(u, v) = e (u— v, ©) = og (u— v), © Nullele- 
ment von RR. 

Schließlich sei N vollständig, d.h. jede Folge {u,} aus R, für die lim o(u,, u,) = 0 gilt, 
besitzt ein Grenzelement ve. a 

Unter diesen allgemeinen Voraussetzungen gilt folgender 

Satz: Es sei X ein halbgeordneter linearer Raum und R ein bezüglich X vollständiger 
linearer metrischer Raum. 


Es existieren lineare Operatoren S, und 7, und lineare, positive und stetige Operatoren‘) 
P; und P, derart, daß in einem Gebiet & < D® die Gleichungen 


e(S=-S)wu (S—-S)v)) <P,oluwo) ..2.. ee) 


NE RN Rn) ee Rs 
gelten. 


Ferner existiert ein positiver, linearer, stetiger Operator R mit folgenden Eigenschaften 


a) aus Ro=0 folgt o=0 (6) 
b) aus Ro>0 folgt 020] un 
BIS, mr 1,10) — Ro). Murat DEN: 2. a 
Konvergiert dann die Reihe 
Z(RAPor ı Am Breii OP) o füralle poek......® 
Te. 
und liegen u, und alle u mit 
DEU) (Rh — P)TP ol, U) 0,1. 20a ee 
in ©, so konvergiert das Iterationsverfahren 
41 = — T):KT— Ta. —- (S-S)ul=Vı 5 0800 (10) 


gegen die einzige Lösung u von (3) in ©, und es gilt die Fehlerabschätzung 
o(u, u) <o. 


Man kann zeigen, daß die Gl. (3) überhaupt keine Lösung zu haben braucht, wenn eine der Vor- 
aussetzungen [(4) bis (9)] nicht erfüllt ist. Aus den Voraussetzungen folgt die Existenz der auf- 
tretenden inversen Operatoren. 

Die Bedingungen (6) und (7) lassen sich jedoch auch durch die für die Anwendung häufig 
vorteilhaftere Forderung ersetzen: 

Es existiere der Operator (S;— T,)! und es existiere ein linearer positiver stetiger Ope- 
rator Q mit 

a) LTE A a EEE A 5 


und es gelte ($) mit R!=(Q, 
Dann kann (9) in der Gestalt 


o(u, u) S(E—-QP)!QP ou,u)=o 
geschrieben werden. 

Der Beweis und spezielle Anwendungen sollen in einer besonderen Veröffentlichung ge- 
bracht werden. Ich möchte hier statt dessen noch auf einige Spezialfälle eingehen: 

1. Ist S= E (Einheitsoperator E u = u), so geht (3) in (1) über. Mit $, = E ist (4) für 
P,= OD (Nulloperator Du = 9) erfüllt. Es wird dann P = P, und das Verfahren (10) geht 
über in 

Deere TyElTee To, an MANN l10R). 
c 4) Ein Operator P ist linear, wenn P(«u-+ßv) =&« Pu -+PßPv gilt, positiv, wenn Po=0ause >20, 


stetig, wenn lim P on = P o aus lim 0, = 0 folgt. 
N>X NO 
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i i i i i ifferential-, Integral- 
Man kann leicht bei verschiedenen Gleichungstypen (Gleichungssysteme, Dif 5 
gleichungen u. a.) Beispiele anführen, wo (10a) konvergiert, dagegen (2) nicht, oder wo (10a) 


hneller konvergiert als (2). h 
2 2. Wählt ar im Falle S=E, S}— E und speziell T, = OD, so geht (10) in das gewöhn- 


liche Iterationsverfahren (2) über. Man hat dann 
. oo 
(5) e(Tu,To)<Pe(w») und @ Po, 


da (7) mit R= E erfüllt ist, und die Fehlerabschätzung 
. (9) eu, u) Ss (E— P) P o(u, U) 
von J. Schröder?) bzw. beim Zahlenabstand von J. Weissinger?). 
3. It Tu = w = const, haben wir also die Gleichung 
Sau u 
so wird mit T,=P7r=&8 Py=P. Existiert der inverse Operator S7, so wird (11) 
0 (S7! (u—n)) <Qe(u—) 


In = Ss [w—(S— S)) u]- 
Dies ist eine bei linearen und nichtlinearen Gleichungssystemen übliche Umformung, wo S, die 
zum Ausgangssystem gehörende Diagonalmatrix ist. Man kann jedoch zur Diagonalmatrix noch 
einzelne störende Elemente hinzunehmen, wobei in vielen Fällen S;! unmittelbar angegeben 
werden kann. Häufig kann auf diese Weise sogar ohne Vergrößerung der Rechenarbeit die Kon- 
vergenz erzwungen werden, wobei der obige Satz bei passender Wahl des Abstandes Konvergenz- 
kriterien liefert, wie an anderer Stelle gezeigt werden soll. 


und (10) 


Über Formeln für die zeitlichen Momente quadratischer 
Regelungsflächen 
Von W. Everling in Aachen 


1. Integrale der Form f y?(t) dt werden von verschiedenen Autoren [1], [2], als Gütemaß von 


0 
stabilen Regelungssystemen diskutiert. Sie geben bei geeigneter Definition von y(f) ein Maß für 
die Abweichung eines tatsächlichen Regelungsverlaufs von einem idealisierten Verlauf (‚‚quadra- 
tische Regelungsfläche‘“‘). 
2. Wird ein Regelungssystem durch eine lineare Differentialgleichung 


D,Q)=:4,y® +: +0y=0 Mandl. 5 (1) 


mit konstanten Koeffizienten beschrieben, so ist y(f) in den betrachteten Integralen eine durch 
bestimmte Anfangswerte y”(0); r=0,1,...,n — 1 charakterisierte Lösung der Differential- 
gleichung (1). Solche Funktionen y(f) werden im folgenden behandelt. 

3. In einer von H. Bückner [1], hergeleiteten Formel erscheint die quadratische Regelungs- 
fläche als quadratische Form der Anfangswerte y"’(0) mit Koeffizienten, die rationale Funktionen 
der Koeffizienten a, der Differentialgleichung (1) sind. Zur Auswertung dieser Formel brauchen 
also die Lösung y(f) und die charakteristischen Exponenten der Differentialgleichung nicht explizit 
bekannt zu sein. 

4. In der vorliegenden Arbeit werden Formeln der gleichen Art für zwei allgemeinere Arten 
von Integralen diskutiert: 


a) Für Integrale der Form 
oo n— 


J i, ea Au POP HA mit Ay Ay; 


hierin können y,(f) und y,(f) zunächst zwei verschiedene Lösungen der Differentialglei- 
chung (1) sein. Durch die Spezialisierung y, — y, erhält man die Integrale, die R. Her- 
schel [2], nach dem Vorschlag von A. A. Feldbaum (zitiert in [2]) behandelt hat. 

b) Für Integrale der Form 


SF 9:0 Zube 
0 


2. „ Math. Mech. s 
Ba. 8? Nr. 718 Toll "Aug. 1957 A. Angewandte Mathematik 255 


hier führt die Spezialisierung y, = y, auf die zeitlichen Momente der quadratischen Re- 
gelungsfläche; diese haben für k = 1 und k = 2 eine sehr anschauliche Bedeutung für 
die Beurteilung der Regelgüte. 


5. Mit der Aufgabe a) ist auch die Aufgabe b) gelöst; denn wegen 


ii kyydt= kl SS Jmwmdtdn dr, RER EROFICHER | (@) 


1 


kann man die Berechnung des k-ten Momentes auf k + 1 Integrationen der Art a) zurück- 


führen. Tatsächlich war der Verfasser zunächst von Aufgabe b) ausgegangen und dabei auf die 
Teilaufgabe a) gestoßen. 


6. Das wesentlichste Hilfsmittel bei der folgenden Ableitung sind die von H. Bückner [1], 
eingeführten, dem charakteristischen Polynom 
P,)=,s:+''+% 


zugeordneten reduzierten Polynome. Diese bilden eine Folge P(s); r=n—1,...,1, 0 ab- 
steigenden Grades und sind Hurwitzpolynome, wenn P,(s) ein Hurwitzpolynom ist. Siekönnen 


bis auf konstante Faktoren durch die Gleichungen 
PAS PLEIHEADTT. DRAN BO Em als) TER (3) 


definiert werden, wenn man verlangt, daß P,(s) den Effektivgrad r und w„_,_1(s) den Effektiv- 
grad n— r— 1 haben sollen. Für die numerische Ermittlung der P,(s) zu einem gegebenen 
P,„(s) eignen sich am besten die von H. Bückner ebenfalls aufgestellten Rekursionsformeln, 
deren Koeffizienten c, mit Hilfe des Routhschen Schemas berechnet werden können [3]. Die 
Koeffizienten der Polynome w„_,_1(s), die je nach dem Grad nur gerade oder nur ungerade 
Potenzen von s enthalten, erscheinen dabei in den Zeilen des Routhschen Schemas. 


7. Für die Polynome 
Or) 
und 
nl?) =: (— "1m. r—1() 
gelten die Gleichungen 
POODENTR SPD, ee RE 
Hieraus ergibt sich für die Lösung der Aufgabe a) folgende einfache Vorschrift: 


Man zerlege das Polynom 


n—l 
Kr 2 Are et Ne rl er 
in eine Linearkombination der (linear unabhängigen) Polynome W,—,_1(8?): 
n—1 
A) = 2 Min) U RE EREN  R re REN). 
Dann wird 
P,() (2 PB )) KrPies) (2 Pr) OH E01, ner)! 
Also enthält 
P,() (2 9 Pio)) + Pu) (ZPO) L Aush. 0) 


den Linearfaktor s + o und kann in die Form 
n—1 
Ben, sa mie By Br en) 
i, k=0 


gebracht werden. Die Abspaltung des Faktors (s + 0) aus (6) kann weitgehend schematisiert 
werden, wenn man die drei Summen in (6) als Linearkombinationen der P,(s) schreibt. Die 
Rekursionsformeln für die P,(s) erlauben dann, die Rechnung analog zum Hornerschen Schema 
zu führen [4]. 
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8. Setzt man in (6) und (6’) an Stelle von s bzw. o einen Differentialoperator d/dt, der auf. 


yeX(l) bzw. yY(t) wirkt, so erhält man nach der schon von H. Bückner verwendeten Schlußweise 
d 2 
ZA, yP =—— 2. Bu u 
uk di 5% 
Mit der Bestimmung der B,, in (6) ist also die verlangte Integration geleistet. 


Literatur 
[1] H. Bückner, A Formula for an Integral occuring in the Theory of Linear Servomechanisms and Control- 


Systems. Quarterly of Applied Mathematics, Vol. X, 1952. n 
[2] BR Herschel, Über ein Enaherthe quadratisches Optimum. Regelungstechnik, Jahrg. 1956, H. 8u.N. 
[3] F. H. Effertz, Funktionen mit positivem Realteil und Hurwitzsche Polynome in der Theorie der linearen 
Wechselstromschaltungen und Regelungssysteme. Dissertation Aachen 1952. 
[4] W. Everling, Eine Verallgemeinerung des Hornerschen Schemas. Z. ang. Math. Mech., Band 37, H. 1/2. 


Über die Tabulierung eines den Hankelschen Funktionen 
verwandten Integrals*) 
Von Guntram v. Gorup in Göttingen 
Bei dem Problem, die Luftkräfte auf ein schwingendes dickes Tragflügelprofil mit endlichem 
Hinterkantenwinkel zu berechnen, traten Integrale der folgenden Form auf: 
rt: (N ( Banzp 
0 
k ist die reduzierte Frequenz der Flügelschwingung. 
Die Integrale (1) besitzen Ähnlichkeit mit den Hankelschen Zylinderfunktionen 


© 
Een na 
i iz 


Hd) =— —e "| Cofjnteeed... u... 
N) 


und lassen sich auch in geschlossener Form durch diese ausdrücken. 
Für eine eingehendere Betrachtung der durch (1) definierten Funktionen ist es zweckmäßig 
statt von (1) von der Definition : 


Sl) = | et’ ed, (Bez 0). 02 Eu 
0 


auszugehen. Die Funktionen $S,(z) hängen statt mit den Hankelschen Funktionen mit den 
modifizierten Hankelschen Funktionen 


K,(2). = [Coj.nil.e=itdi,, (Bez). 2 
0 


zusammen, und zwar, wie man leicht findet, in der Form: 
Eee KR DER Fe 

Dabei sind die R,(z) Polynome in 1/z, deren Koeffizienten man rekursiv berechnen kann. Für 
eine numerische Berechnung ist aber die Darstellung (5) nur für kleine Werte von n und große 
Werte von |z| geeignet, da sie andernfalls in immer stärkerem Maße die S, als kleine Differenz 
zweier großer Zahlen liefert. 

Etwas günstiger, aber im Prinzip auf denselben Brauchbarkeitsbereich beschränkt, ist die 
folgende Rekursionsformel: 


€ 


Sn = Sn im — (l—nS,) > 0 


die man aus (3) durch partielle Integration erhält. Sie hat von den beiden Anfangswerten 


Ne ehrt SE ra vr a RE RE 


) Aus der Aerodynamischen Versuchsanstalt Göttingen. 
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auszugehen; da Be immer mit einem Fehler behaftet sein werden, und dieser Fehler sich nach 
ne | 

(6) mit dem Faktor — von S,„ auf S„+1 fortpflanzt, wird man je nach der Größe von z nach 

einer gewissen Anzahl von Schritten Ergebnisse bekommen, deren Genauigkeit nicht mehr aus- 

reicht. (Je kleiner |z| ist, um so früher wird das geschehen.) 


"Entwickelt man in (3) den zweiten e-Faktor unter dem Integral in eine Potenzreihe nach 
Potenzen des Exponenten und bricht man diese Reihe mit einem Gliede m < n ab, dann kann 
man Integration und Summation vertauschen. Bei Auswertung der Integrale entsteht dann 
folgender Näherungsausdruck für S,: 


lan 1 
En Dies ” (1) zu) 
EL 3:5 3 
nm - Da nam mg: 17 


(8). 


m 


67 nm—T) 


+ 


(8) ist eine asymptotische Entwicklung, weil man aus ihr $,(z) mit der größten 5 aber 
jedenfalls beschränkten — Genauigkeit berechnen kann, wenn man mit dem betragsmäßig klein- 
sten Gliede abbricht. 


Der Brauchbarkeitsbereich der asymptotischen Entwicklung (8) ist zu dem der Rekursion 
2 ee konträr. Man kann aus ihr S,(z) um so genauer berechnen, je größer n und je kleiner 
z| ist. 

Demnach war mit den beiden Formeln (6) und (8) die Möglichkeit einer numerischen Be- 
rechnung der S,(z) für beliebige Werte von n und z (mit Rez > 0) gegeben. Fürrein imaginäre 
Werte z=—-ik (vgl. 1) wurden diese Berechnungen durchgeführt. Die Formeln (6) und (8) 
zerfallen für imaginäres z in je zwei reelle Formeln, die Re S, und Im S, enthalten. Bei der ver- 
langten Genauigkeit von neun gültigen Dezimalstellen ergab sich dann aber immer noch 
ein Zwischengebiet bezüglich des Index n (je nach dem Wert von k bei niedrigeren oder höheren 
Werten von n liegend), in dem die Rekursion nicht mehr und die asymptotische Ent- 
wicklung noch nicht genügend genau war. In diesem Gebiet wurde unmittelbar eine nume- 
rische Integration für das aus (3) durch Transformation entstehende Integral 


su = [ct ne UEBEN Pace aha u ad (9) 


0 


angesetzt. Auch diese Integration hat wegen der Oszillationsstelle bei x = 0 (für z= — Ik) nur 
einen beschränkten Brauchbarkeitsbereich, der im Prinzip mit dem der asymptotischen Ent- 
wicklung gleichwertig, aber bei geschickter-Wahl der Interpolationspolynome doch um einiges 
günstiger ist. 

Die numerischen Berechnungen wurden auf der Göttinger elektronischen Rechenmaschine 
G 2 durchgeführt und in Tabellenform niedergelegt [1]. (35 verschiedene Werte von k zwischen 
103 und 7undO<n<< 40.) 


[1] G. v. Gorup, Formeln und Tabellen für ein den Hankelschen Zylinderfunktionen verwandtes Integral. 
Mitteilungen aus dem Max-Planck-Institut für Strömungsforschung, Nr. 15, Göttingen 1957. (58 Seiten.) 


Praktische Auswertung von Ausnahmefällen 
beim Graeffeschen Verfahren 
Von A. Hirschleber in Jena 


Nachdem im Band 36 (S.254) dieser Zeitschrift Ergebnisse der Theorie der Ausnahmefälle 
mitgeteilt worden sind, ist es erforderlich, noch Bemerkungen zur praktischen Auswertung zu 
machen. 

Ausnahmefälle können nur auftreten, wenn sich vom Ausgangspolynom oder seinen Graeffe- 
transformierten mindestens ein Kreisteilungspolynom von ungeradem Grade als Faktor ab- 
spalten läßt. Die Festlegung der Koeffizientenfolgen, die zu den Kreisteilungswurzeln gehören 
und für Ausnahmefälle allein in Frage kommen, erfolgt theoretisch mittels notwendigen und 
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hinreichenden Bedingungen?). Diese Bedingen werden in den meisten Fällen erst im Limes 

ü dlich große Schrittzahl) exakt erfüllt. a: 
air Arch Dede heran Interesse sind daher die Fragen, ob diese Bedingungen durch Abrunde- 
fehler gestört werden können und ob überhaupt Ausnahmefälle möglich sind, wenn sich, bedingt 
durch Abrundefehler, nur näherungsweise Kreisteilungspolynome bilden ? 


die Bildung des Kreisteilungspolynoms nicht 
von vornherein durch Abrundefehler vollstän- 
dig verhindert wird, werden die Bedingungen 
mindestens einmal angenähert erfüllt sein. 
Durch weitere Anwendung der Graeffetrans- 
formation wird jedoch fast immer der Kreis- 
teilungscharakter der Wurzelargumente ver- 
wischt. Bereits eine Graeffe transformation 
eines genäherten Kreisteilungspolynoms etwa 
vom Grade 3 


7,99998 


(&,)? 


—2&, 


(on)? 


z3 
—2&F7 


ir" 


37969 - 103 
1,99999 


1 enil eurrD 73 n+D 


30375 - 10% 


zeigt diesen Sachverhalt, der sich am Beispiel 
z’ + 26,405 26 + 236,09 25° + 913,99 z* 
+ 1810,52? + 2132,8 2? + 1367,5 z 
+ 268,94 = 0 


— 15,008 —- 3,3333 — 0,15999 — 15,000 — 3,3333 


»— 
Ur 


zahlenmäßig demonstrieren läßt. 


Sind im ersten Falle die genannten Be- 
dingungen nach endlich vielen Schritten inner- 
halb der Rechengenauigkeit erfüllt, so kKön- 
nen sie auf Grund von Abrundefehlern sogar 
instabile Koeffizientenfolgen verursachen, so- 
fern in der Rechenvorschrift zwei bis auf 
das Vorzeichen innerhalb der Rechengenauig- 
keit gleich große Summaänden auftreten, die 
betragsmäßig sehr viel größer als die anderen 
Summanden sind. 


Dieses Instabilwerden kann verhindert 
werden, indem man das Kreisteilungspolynom, 
das durch die Bedingungen angezeigt wird, 
abspaltet und die Nullstellen des restlichen 
Polynoms gesondert berechnet, was zu er- 
heblicher Rechenerleichterung gegenüber dem 
gebräuchlichen Graeffeschen Verfahren 
führt. 


— 0,16000 — 15,000 + 632,42 
5 


759300 
Erden Ayını 
(25 + 759300) (1,0000 z5 — 15,000 z2 + 50,000 2? — 8,0000 22 + 120,00 z! — 400,04) 


50 
ri 


5 
1 


— 3,3333 


37965 - 103 
(z — 10,000) (2 — 5,000) 


(2? + 14,9995) (2? — 1,99998°) (2 — 10,000) (z — 5,000) 


Piz 


— 15,000 
(23 — 7,99998) (22 — 15,000 z + 50,000) 


Beispiel 


amd AA, An 


1. Vorgegeben ist ein Polynom P(z) vom 
Grade 10. 


2. Man prüfe, ob bereits in P(z) Kreis- 
teilungspolynome als Faktoren enthalten 
sind. (Quotienten aufeinanderfolgender Koeffi- 
zienten.) 

3. Es zeigt sich, daß P(z) ein Kreisteilungspolynom vom Grade 5 (Betrag r,) und ein Kreis- 
teilungspolynom vom Grade 3 (Betrag r,) enthält. 


!) Unter der Voraussetzung, daß die Zahl der weiteren Nullstellen vom Betrag der Kreisteilungswurzeln 
kleiner als der Grad des Kreisteilungspolynoms ist. 
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Abspalten von 2° —r} 
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Abspalten von 2°’-+r3 


R,(2) 
P(z) 


Zur zweiten Frage ist zu sägen: Falls _ 


E- 
3 
ir 
4 
e. 
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4. Bestimmung der Kreisteilungswurzeln r, und r,. . 


5. Abspalten des Kreisteilungspolynoms vom Grade 5. Die Bedingungen (()) können nur 
erfüllt sein, wenn die Koeffizienten von P(z) (innerhalb der Rechengenauigkeit) die Gestalt 5a) 
haben, die das Abspalten sofort ermöglicht. 

6. Abspalten des Kreisteilungspolynoms von Grade 3. Die Bedingungen () können nur 
erfüllt sein, wenn die Koeffizienten von R;(z) (innerhalb der Rechengenauigkeit) die Gestalt 6a 
haben, die das Abspalten sofort ermöglicht. 

7. Als R,(z) bleibt eine quadratische Gleichung übrig. 


Untersuchungen zur Kollokationsmethode 
Von H. Kadner in Dresden 


Zur genäherten Lösung von Randwertaufgaben bei gewöhnlichen linearen Differential- 
gleichungen eignet sich besonders für moderne Rechenanlagen die Kollokationsmethode [vgl. etwa 
L. Collatz:: Numerische Behandlung von Differentialgleichungen, Springer-Verlag 1951, S. 182]. 
Diese Methode besitzt eine äußerst einfache mathematische Struktur und gewährleistet außer- 
dem einen minimalen Rechenaufwand. 

Die offenstehenden Fragen nach der günstigsten Verteilung der Kollokationsstellen hin- 
sichtlich einer optimalen Approximation der Lösungsfunktion, nach dem Konvergenzbeweis und 
der Fehlerabschätzung werden über die Fehlergquadratmethode beantwortet. 

Als Ergebnis dieser Betrachtung folgt: Die Kollokationsmethode ist ein Spezialfall eines 
allgemeinen Fehlerabgleichprinzipes. Als Kollokationsstellen sind im allgemeinen die Nullstellen 
der Legendreschen Polynome der bisher üblichen äquidistanten Wahl überlegen. 

Ein ausführlicher Bericht erscheint in Kürze. 


Ausgleichsrechnung und Hypercircle 
Von P. Läuchli in Zürich 


Gewisse partielle Differentialgleichungen der Physik lassen sich auf zwei duale Arten als 
Variationsprobleme formulieren. 

Der Sachverhalt kann in einem Hilbertraum geometrisch so gedeutet werden, daß nach 
dem Schnittpunkt zweier total senkrechter Ebenen F’ und F’ gefragt wird. (Siehe Courant- 
Hilbert, Meth. d. math. Physik, englische Ausgabe, S.252ff.) Dabei ist die Lösung je einmal 
als derjenige Punkt der einen Ebene mit dem kleinsten Abstand von einem festen Punkt der 
anderen Ebene gesucht. (Beispiel: Dirichlet-Problem. Abstandsquadrat: Dirichlet-Integral. 
Duale Version weniger geläufig.) 

Die Grundidee der von Synge und anderen entwickelten Hypercircle-Methode ist nun 
folgende: Sind x’ und x’’ Punkte aus F’und F’', so liegt der gesuchte Punkt auf einer Hyperkugel 
über x’ — x’ als Durchmesser. Auf Grund dieser Tatsache lassen sich unter Benützung des 
Satzes von Pythagoras untere und obere Schranken für den zu minimalisieren denAbstand an- 

eben. 
r Falls in F’ und F’ nicht nur je ein Punkt, sondern ganze Vektorsysteme zur Verfü- 
gung stehen, können die Schranken verbessert werden, indem sich die Lösung auf einem Hyper- 
kreis (Hypereircle!) lokalisieren läßt. 

Es ist nun ohne weiteres möglich, die ganze Theorie auf die Ausgleichsrechnung zu über- 
tragen, nur tritt an die Stelle des Funktionenraumes der euklidische R,. Es handelt sich auch 
dort um ein Minimumproblem; der Abstand, welcher von beiden Seiten eingeschränkt werden 
kann, ist die gewöhnlich mit [vv] bezeichnete Quadratsumme der Verbesserungen. Bei einer 
iterativen Auflösung der Normalgleichungen gibt eine Abschätzung von [vv] eventuell Aufschluß 
über die Güte der erreichten Näherung. 

Für eine grobe Abschätzung braucht man wenigstens je einen Punkt aus F’ und F''. Tat- 
sächlich bewegt man sich bei der Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen in der einen, 
bei der bedingten Ausgleichung in der anderen Ebene. Nun wird man zwar kaum die beiden 
Arten von Ausgleichung im selben Problem nebeneinanderführen wollen, obschon dies sehr oft 
möglich wäre. Hingegen läßt sich in manchen Fällen mit bescheidenem Rechenaufwand von 
einem Näherungsprodukt in der einen Ebene der Übergang zu einem solchen der anderen Ebene 


ausführen. 
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'Nichtlineare Eigenw 
zur praktischen Bestim: 
’ f i Von H. Müller in 
Verschiedene Randwertaufgaben technischer 
deren Kerne Funktionen des Parameters sind; häufig 
hängigkeit vor. Derartige Gleichungstypen lassen sich linearisie 
duktraum existiert eine solche lineare (i. a. beschränkte) Transformation n. 
Spektrum mit dem der gestellten Aufgabe übereinstimmt. Für diese äquivalente 
wertgleichung gelten nun alle bekannten Ergebnisse, so daß deren Untersuchung gegen ae 
ursprünglichen nichtlinearen wesentlich günstiger ist. Zur-praktischen Berechnung der E x 
werte kann z.B. das „Abschnittsverfahren‘“ benutzt werden. Diese Möglichkeit wurde von K 
Kummer erfolgreich erprobt bei einer von Prandtl auf anderem Wege durchgeführten Stabili- x 


tätsuntersuchung: die Berechnung der Kipplast eines einseitig eingespannten Trägers. 


>> 
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Nomographische Darstellung von Funktionensytemen 
| und ihre Anwendung er: 
Von F. Reutter in Aachen 


Die früher!) entwickelte Theorie der. nomographischen Darstellung von Funktionen einer x 
komplexen Veränderlichen läßt sich in verschiedener Hinsicht erweitern. 
Es sei jetzt ein System von zwei linear unabhängigen Funktionen 


vDeußd), Falun (1) 
gegeben; ferner seien C, und C, zwei Kurven der &-n-Ebene mit den Darstellungen 
G:E=fha), n=4W; Geh), n=Nl)........ (2). 


Dann läßt sich das Funktionensystem (1) durch ein Nomogramm mit C, und (C, als Träger der 
u- und der v-Skala und mit zwei „Gleitkurvenscharen“ x = x, = const und y = y, = const dar- 
stellen, so daß die Gesamtheit der Tangenten einer Kurve = r, nacheinander alle Kurven 
y = y, eines gewissen y-Bereiches berührt und umgekehrt. Die beiden Gleitkurvenscharen haben 
die Darstellungen 


= a,,) ROW tRh An ha -Wrnh-w)u 
e Ra-+tEeh- N), - ha mW)+ah-—t)u, 
) 


n = 9%, Y) = AR MW HREh-WM) Un - Rh RN + h—R)) u, G) 
ka mW+Rh-N)y - AR m +Nh—h) U, 
Belege fe G-Wt+ah IV) hRR— 9) +8 lh lee 
MG M)+ah—) Ra — mM)+glh— f)) d%; 
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E : / 78 k z 2 4 . 

only) He R-m+Eh-R wann MtRh—N)n,| © 
h@—gN)+Nnlh—h)) .— RR — W)+gRlh—h)) % 
Dabei sind Ih» 91 fa, 9x noch frei wählbar, jedoch dürfen die Nenner in (3) und (4) nicht verschwin- 
den. Im übrigen gilt das früher Gesagte!). Hi 

Fordert man nun, daß alle Ablesegeraden, die zu demselben Wert x, [bzw. y,| gehören, 

statt eine Kurve zu umhüllen, unabhängig von y [bzw. x] durch denselben Punkt P, (&(,), n(&.)) 
[bzw. P, (&y.); 7(.))] gehen, so erhält man als Ausartungsfall des Gleitkurvennomogramms ein 
Fluchtliniennomogramm mit vier j.a. krummlinigen Skalenträgern und einer Ablesegeraden 
für jedes zusammengehörige Wertequadrupel (x, y, u, v). Bezeichnet 


z=HuD), YVayla, ve (5) 


die Auflösung des Systems (1) nach x und y, so sind die notwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen für die Darstellbarkeit des Systems (1) durch ein solches Fluchtliniennomogramm 


DB, +2, ED, le 
I: 20,4 vo 0 Dr ee. 
') Zeitschrift für angewandte Mathematik und Mechanik, Bd. 36 (1956) S. 258. 
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wo® und Y bekannte Funktionen von x,, X, Y,, Y, bezeichnen. Jetzt sind fi» 915 Ja» 98 nicht mehr 
frei wählbar, sondern genügen einem System von zwei gewöhnlichen ‚Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. 

Für die Anwendungen interessiert nun besonders der Fall, daß die beiden Funktionen 
u(z, y), v(X, y) noch durch ein System von zwei partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 
verknüpft sind. Zwei wichtige und zugleich die einfachsten derartigen Systeme sind 


u=D,; u 
1,=D,, Bed, Merle ask er a ee 


Im Falle (8) sind u und v ein Paar konjugierter Potentialfunktionen, im Falle (9) ein Paar ‚‚kon- 
Jugierter Lösungen“ der eindimensionalen Wellengleichung. Mit 


w=u-+iv, zeitig, w=enß, weil h Ahel sl raBhlRAL 
DEUNEV, #2 nEy, wong, AeHht, Dre) 


genügen u und vin (8a) dem System (8), in (9a) dem System (9) und w in beiden Fällen einer Dif- 
ferentialgleichung ö 


Pe Re LIE (10) 
mit reellen konstanten Koeffizienten a, b, c, d. Neben den Bedingungen (6) und (7) gilt jetzt noch 
Der PO I Er a NUR 


Jetzt kann man zeigen, daß die Skalen x und y stets auf einer, die Skalen u und v auf einer zweiten 
Kurve zweiter Ordnung liegen. Jede dieser Kurven kann auch in ein reelles Geradenpaar zerfal- 
len. Die Gleichungen des einen Skalenpaars sind stets durch Quadraturen, die des anderen durch 
Differentiationen und Eliminationen zu ermitteln. 


Neben allen elementaren Transzendenten sind insbesondere elliptische Funktionen und 
elliptische Integrale sowohl einer komplexen Veränderlichen z=x + iy als auch einer „dual- 
komplexen‘ Veränderlichen z=x-+ ey mit Hilfe solcher Fluchtliniennomogramme darstell- 
bar. Je nach den Werten des Moduls k erhält man für variable Werte des Moduls k als Träger 
der x- und y-Skalen die Kegelschnitte eines Kegelschnittbüschels mit vier reellen bzw. zwei 
reellen und einem Paar konjugiert komplexen Grundpunkten. Der Skalenträger der u- und v-Skala 
zerfällt in ein reelles Geradenpaar. Bezeichnet K(k) das vollständige elliptische Integräl erster 
Gattung zum Modul k, so gilt z.B. für die komplexe Funktion w = am (z, k) mit reellem k: 


Alle Skalenpunkte x no, ee 


2 

des Kegelschnittbüschels. ; 

In die Gleichung des Kegelschnittbüschels gehen außer dem Büschelparameter k noch 
willkürliche (Integrations-)Konstanten ein. Die Gesamtheit aller durch Variation dieser Kon- 
stanten zu gewinnenden Nomogramme ist identisch mit der Gesamtheit aller Nomogramme, die 
aus einem von ihnen durch alle reellen projektiven Transformationen der &-n-Ebene erhalten 
werden. Durch geeignete Wahl dieser Konstanten kann man insbesondere erreichen, daß für 
einen gewünschten k-Bereich, z.B. für 0 <k?<]1, alle Kegelschnitte Ellipsen werden. Der 
Einfluß der Konstanten auf die geometrische Struktur der Nomogramme wurde eingehend 
untersucht, um möglichst günstige Nomogramme zu erhalten. 

Jeder Kegelschnittbüschel trägt (mit verschiedener Graduierung) die x- und y-Skalen der 
Nomogramme der folgenden Funktionen: 1)w= am (z,k), 2) w = In (p(z, 93 93) — &)» 


liegen auf den Seiten des gemeinsamen Polardreiecks 


2 
3)w=Inf(z), 4) w=M [ f(&) di, wobei f(z) eine der drei Jakobischen Funktionen bezeich- 
0 


net. Jenach den Werten von k bzw. der e, erhält man den Büschel mit vier reellen oder zwei reellen 
und zwei konjugiert komplexen Grundpunkten. So kann man die Werte von sn z einmal über 1) in 
Verbindung mit einem Nomogramm der sin-Funktion, sodann aber auch über 3) in Verbindung 
mit einem Nomogramm der e-Funktion gewinnen und hat damit unter Berücksichtigung der 
zahlreichen verschiedenen möglichen Formen der Nomogramme zu 1) und zu 3) soviele Mög- 
lichkeiten der Ablesung, daß für alle Ablesebereiche gute Ablesemöglichkeiten geboten sind. 

Die Untersuchungen lassen sich auf geeignete andere Systeme von partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung und auf Nomogramme mit anderen Ablesevorschriften ausdehnen. 
Schließlich kann man auf diesem Wege auch (ohne die analytische Darstellung der Lösung zu 
ermitteln) ein Fluchtliniennomogramm für die Lösung von speziellen Anfangswertproblemen ge- 
wisser Systeme von partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung gewinnen. 
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Über Lösungen des dritten Randwertproblems der 
Potentialtheorie für das Außengebiet des Kreises mittels 
| einer komplexen Differentialgleichung 
Von E. Schincke in Halle 


Es wird das folgende spezielle dritte Randwertproblem behandelt: Gesucht sind alle im 
Außengebiet r> 1 des Einheitskreises regulären Lösungen g(r, 0) der Differentialgleichung 
Ag(r, 8) = 0 mit den Eigenschaften: 1. Auf dem Kreisrand r = 1 sind die Randwerte -[o(r, 9)] 


2 0 x En 3 
der Funktion o(r, ©) stetig; 2. im Gebiet r> 1 istr FrAAU ®) regulär und beschränkt; 3. die 
genügen der Bedingung 


Randwerte [p(r, 9)] und B o(r. ©) 


Ma) 2 az a 


() 
ksta) [e1 100) |F 


wobei die Konstante k > 0 ist, und s(®), t(9) durch 


Mm n 
s)=1+Y%o,0su% und (Q=1+37rc0su9 (msn)... 0) 
u=1 ul 
mit 
PER A ee (3) 
gegeben sind. Die Funktion g(9) ist im Intervall —r < 9 < rn ungerade und beschränkt, besitzt 


dort höchstens eine endliche Zahl von Unstetigkeitsstellen und ist in jedem abgeschlossenen In- 
tervall, das keine der Unstetigkeitsstellen enthält, analytisch. 


Bekanntlich existiert genau eine Lösung o(r, 0) mit den geforderten Eigenschaften. Wird 
durch y(r, 9) die zugehörige konjugierte Potentialfunktion bezeichnet, so ist die Funktion 


FE) = 9,8) + ip in (= ra . (4) 


mit F(o) =0 im Gebiet |z2| > 1 analytisch. Nach H. Schmidt [1] genügt F(z) der Differen- 
tialgleichung 


F'(2)— BO) We . . Va (5), 
wobei 
1+ en 2 Gl R) 
ee 2 u=1 
p(z) TR Se a e  R .ı.; . (6), 
1l+ >y 2 Tu (z" + 274) 
_ u= 
n u 
ı Ze tr) (et +2) A, +26) 
NO —: und 
I+ 5 2 u@ +2 
= u=1l 
und | 
BP: 1 f 1, 2 ZE e' ° ! 
| ee TER N 
bedeutet. 
Umgekehrt kann aus dem allgemeinen Integral 
F@) = — exp / P(n) dn) Sg nd re AREXT (} p(e) de) dnieyg ua: (9) 
2 n 


der Differentialgleichung (5) eine Lösung des Randwertproblems nur gewonnen werden, wenn 
F(z) eine im Gebiet |2| > 1 analytische Funktion darstellt, die bei z = oo verschwindet. Diese 
Bedingung führt bei passender Wahl des Integrationsweges auf ein lineares Gleichungssystem 
für die zunächst noch freien Konstanten Ayn...,A,. Daaberin den Koeffizienten dieses Systems 
Integrale auftreten, die nicht elementar berechnet werden können, ist die Methode in dieser Form 
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für numerische Anwendungen kaum geeignet. Lediglich im Poincareschen Sonderfall (vgl. 
[2]), wenn sämtliche o,, r, = 0 sind und demzufolge (5) in 


Fo) — Fe) = — [.66) ER (10) 


übergeht, erhält man einfach 


3 G 
Balz er RER EAN URN 


Es liegt nahe, die Lösung (9) im allgemeinen Falle durch Funktionen der Gestalt (11) sukzessiv 
zu approximieren, weil sich diese Funktionen verhältnismäßig leicht berechnen lassen. Dazu 
betrachten wir die Folge 


tes, 
Hosiz| nn du TB 


in der G,(z) = G(z) ist, und die Funktionen 


N k ” G 7 
Gr) = LE eng ae 


1 n t n—1 
in 2 ner) da gar 2 m etz) re .. ... (0) 


im Gebiet |z| > 1 analytisch sein sollen. Durch diese Regularitätsforderung sind dann die Kon- 

stanten g,, eindeutig festgelegt. Unter der hinreichenden Bedingung (3) läßt sich nunmehr 

zeigen, daß F(z) = lim F,(z) eine im Gebiet |z| > 1 analytische Lösung von (5) darstellt, die bei 
A>co 


z= o verschwindet. Die Folge der Realteile R {F,(z)} konvergiert dann im Bereich r > 1 
gleichmäßig gegen die Lösung des oben formulierten Randwertproblems. 

Als spezielles Anwendungsbeispiel ist bisher die Prandtlsche Integrodifferentialgleichung 
benutzt worden [3], die sich bei geeignet vorgegebener Anstellwinkel- und Tiefenverteilung auf 
das Randwertproblem zurückführen läßt. 

P. Vielhauer [4] stellte fest, daß bei gleicher Genauigkeit eine numerische Lösung der 
Prandtl-Gleichung mit Hilfe der in [3] angegebenen und hier verallgemeinerten Methode einen 
bedeutend geringeren Rechenaufwand erfordert als mit der Methode von Vekua-Magnaradse 
[5]. Eine ausführliche Darstellung erscheint in der Wiss. Zeitschr. der Univ. Halle. 


[1] H. Schmidt, Strenge Lösungen zur Prandtlschen Theorie der tragenden Linie. ZAMM 17 (1937), 101—116. 

[2] H. Poincar&, Potential Newtonien, Paris 1899. 

[3] E. Sehincke, Lösungen des dritten Randwertproblems der Potentialtheorie und der Prandtlschen Integro- 
differentialgleichung. Wiss. Zeitschr. d. Univ. Halle 3 (1953/54), S. 484—505. 

[4] P. Vielhauer, Berechnung von Lösungen der Prandtlschen Integrodifferentialgleichung mit den Methoden 
von Vekua-Magnaradse und Schmidt-Schincke. Dipl.-Arb. TH Dresden 1955 (unveröff.). 

[5] I. N. Vekua, Über die Prandtl sche Integrodifferentialgleichung (russ.) Prikl. mat. imech. 19 (1945), S. 143 
— 150. 


Vergleich von Iterationsverfahren 


Von Johann Schröder in Hamburg 


Iterationsverfahren der Form 
Ur ar (U...) (Spezialallat nen.) 80 70er taub) 


(x, aus den vorangehenden u, bestimmt) werden in einem metrischen Raum (Abstand: |[u — v||) 
untersucht. Beispiel: das Newtonsche Verfahren 


2 =. Gy eu, (Spezialtall er east 
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zur Lösung einer Gleichung G u = Oin einem Banachschen Raum (Norm: ul). Es wird (u. a.) 
gefordert, daß eine Ungleichung i 
IT(a, 9-T®, y)| < 

F (u-o|, \u-ul, -w|; je-yl, je-wl, y-w|; |2-2l, I»-yl; |7@-W—ul, I7ey)-v) () 
gilt (w fest, z. B. w — u,) und eine (geeignet normierte) Funktion P(e, £) existiert, mit der 


P(0, 8) — P(o, n) 
>Fo-0, 0, os En Eu mo, een 
ist. Konvergenzaussagen und Fehlerabschätzungen für (1) werden durch Vergleich mit einem 


Verfahren der Form 
04. Pleu&,) (Spezialfall: na = Po) » - re... (4) 


erhalten. Auch Eindeutigkeitsaussagen lassen sich herleiten. | 

Im Spezialfall von (1)!): Tu statt T(u, x), Pe statt P(o, £), F nur von den ersten drei Va- 
riablen abhängig. Die übliche Lipschitz-Bedingung für T führt auf eine lineare Vergleichs- 
funktion P. Dieser Vergleich ist bei nichtlinearem T' oft zu grob. Die Eigenschaften des.Opera- 
tors T (z.B. T(,, = 0 beim vereinfachten Newtonschen Verfahren (2) mit x, = w) lassen sich 
mit nichtlinearen Vergleichsfunktionen P (z. B. Parabeln) besser berücksichtigen. 

Für (2) kann man eine Ungleichung (3) herleiten, falls (u. a.) eine (geeignet normierte) Funk- 
tion Q(o) existiert, mit der bei H = [Gw] ! G 

Aw — Hull < Q' (u — || + Ip — w|) —Q (lv —wl)) 
gilt (Beispiel: Lipschitz-Bedingung, Q Parabel). Das zugehörige Vergleichsverfahren (4) ist 
dann von (2) entsprechender Form: 
+1 = m — EI" Q (en). 

Eine andere Anwendungsmöglichkeit: Es sei G = G, + G,, G, „einfach“, G, „klein“ (Stö- 
rungsrechnung). Iterationsverfahren wie (2) mit Go«,) statt Gry)- 

Als Abstand und Norm und damit als Elemente des Vergleichsverfahrens lassen sich auch 
allgemeinere Größen ö(u, v), v(u), 0, (z. B. Vektoren oder Funktionen) verwenden. P, Q bedeuten 
dann Operatoren. 

Anwendungsbeispiel: 


Matrizeneigenwertaufgabe: = uAg, Ipe=1 (l fester Zeilenvektor) 
Iterationsverfahren. 


On+ı = Un+ı A 9 Ion = 1 (n = 0,152...) 1A SE ae 
Man setzt u = ) ‚v(u) = Ki mit numerischer Norm |le||, z. B. ||| = |I(@«)|| = Max jew]; 


Gu=9—uAog, definiert in der Menge der umit !p = 1. 
(5) ist dann das verallgemeinerte Newtonsche Verfahren (2) für G u=0 mit u, = ) ; 
Un 


-[®). 


Ergebnis (hier werden alle Voraussetzungen genannt): Es sei 


B=A—g(lA), Bells a|lel| 
1 für I/o=0. 
ch rl <ö|pl| i 
Gilt 
Mm—eeld+yalrası,  ab+o, 


so konvergieren die Folgen 9,, u, gegen @*, u* mit p* = u* A 9*,19* = 1, und es gilt die Feh- 
lerabschätzung 


en ze pe gi 
Ip Als. a MlS37> 


a a ER it — |pı 9 1b — Il al? — 4 Ip, — Poll d [ml a. 
Spezieller Fall: 


Fr Ye 3 & i=(100, s BT 1 Po —Pıw |< 0,000 045, 
7 5 Im =0.089 783 Tom a, ra a 
1 0,120 684) 0.420 659), |4* — Mil = 0,000 093. 


(Bei der Fehlerabschätzung erwies sich eine Spektralverschiebung um etwa 0,8 als zweckmäßig.) 


1) Zu diesem Spezialfall: J. Schröder, Nichtli j | 1 j ä 
rung. Arch. Math. 6 11956), 471484. r, Nichtlineare Majoranten beim Verfahren der schrittweisen Nähe- 


EEE BE 
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Zur Herleitung von Übertragungsmatrizen 
des Reduktionsverfahrens 


Von G.Schumpich in Hannover 


Es wird eine Methode zur Herleitung der Übertragungsmatrizen des Reduktionsverfahrens 
vorgeschlagen, bei der man von einem System von n linearen homogenen Differentialgleichungen 
1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten ausgeht. Dabei hat man die Vorteile, daß man sich von 
vornherein des Matrizenkalküls bedienen kann, und daß darüber hinaus die etwa notwendigen 
Grenzübergänge bei der Herleitung der Übertragungsmatrizen für Sonderfälle praktisch schon an 
der Koeffizientenmatrix des Differentialgleichungssystems durchgeführt werden können. 

Eine ausführliche Darstellung wird in Kürze im Rahmen des Aufsatzes „Beitrag zur Kinetik 


und Statik ebener Stabwerke mit gekrümmten Stäben‘ im Österreichischen Ingenieur-Archiv ver- 
öffentlicht. 


Untersuchung der Genauigkeit einer Reihe von Verfahren 
zur Bestimmung von charakteristischen Zahlen 
und der Eigenvektoren einer Matrix 
Von J. Uhlig in Dresden 


Um das charakteristische Polynom det (A! —A &) einer Matrix X zu bestimmen, wird diese 
oft durch eine Ähnlichkeitstransformation der Form 


a elle AAORT. 1a, FR N) 


in eine Gestalt gebracht, die eine einfachere Berechnung der charakteristischen Determinante 
ermöglicht (vgl. [1]). Die charakteristischen Zahlen A, von Y stimmen mit denen von — ® überein. 
Die Eigenvektoren r;, von Y sind mit den Eigenvektoren hy; von ® wie folgt verknüpft: 


a Er re a a RE (2). 


Im Falle mehrfacher charakteristischer Zahlen mit nichtlinearen Elementarteilern sind 
nicht alle Eigenvektoren linear unabhängig. 


Bei der praktischen Berechnung tritt auf Grund der Abrundungsfehler an Stelle von (1) 
die Gleichung: 


ABH+ADZH+EHFAINDBHID=U det(d+A2)+0..... da). 


Dabei sei X eine Matrix, deren Elemente sich aus den Abrundungsfehlern zusammensetzen. Die 
charakteristischen Zahlen von B + A®B seien A; + AA,, die zugehörigen Eigenvektoren Y,+ 4Y,. 
Entsprechend (2) ergibt sich 


ee A) A. N AN, (2a). 


Es seien nun &,; die beim Übergang von (1) nach (la) begangenen Abrundungsfehler und 

m, der zu A, gehörige Elementarteilerexponent von X. Dann ist sowohl A, + AA, als auch 5; + 4L, 
1 

nach Potenzen von En entwickelbar. Mehrfache charakteristische Zahlen A; = Aitı = 
— A;ı. werden in mehrere verschiedene charakteristische Zahlen A; + AA, Aiyı + Adizıs.»»> 
Aite + AA;+. aufgespalten. Falls 3 + 43 im Raum der g,, entgegen der Bedingung in (2a) 
ausartet, wird das Verfahren etwas abgeändert und mit einer anderen, regulären Transfor- 
mationsmatrix weiter gerechnet (vgl. [1]). Dadurch tritt eine Zerfällung des Raumes der e;, in 
Teilräume ein. Diese Teilräume sind die Konvergenzgebiete der A; + AA, und 1, + Ag. In ver- 
schiedenen Teilräumen ergeben sich verschiedene, nicht ineinander fortsetzbare Funktionen 
};,+ AA, bzw. 1; + Ar,. Die Absolutglieder der Entwicklungen der A,+ 4A, sind jedoch stets 
die A. Im Falle linearer Elementarteiler sind auch die Absolutglieder der Entwicklungen der 
rt; + At, gleich r,. Im Falle nichtlinearer. Elementarteiler gilt dies in dem Teilbereich, der den 
Nullpunkt des Raumes der e,, enthält. 


[1] H. Unger: Über direkte Verfahren zum Matrizeneigenwertproblem. Wiss. Z. TH. Dresden Nr. 3 (1952/53). 
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B. MECHANIK 


Eine massengeometrische Deutung der Invarianten 
‘des ebenen Laplaceschen Feldes 
Von A. Basch in Wien 


Ein ebenes Laplacesches Feld sei auf die Wirkung von Punktmassen (Ladungen, Senken 
oder Quellen, allenfalls auch auf Wirbelzentren) zurückgeführt. Von den Punktmassen m, gehen 
Zentralkräfte aus m, : r,, die im Fall positiver Massen anziehend wirken und deren Beträge den 
Massen direkt, den Abständen verkehrt proportional sind. Wirbelzentren können als Sitz ima- 
ginärer Massen angesehen werden. Um irgend einen Aufpunkt 0 als Mittelpunkt wird ein Kreis 
vom Halbmesser c geschlagen. An ihm werden die einzelnen Massenpunkte ı, gespiegelt (Bild 1, 
in der Abbildung» =1,...6). Ihre Bilder m, (in der Abbildung bloß mit 1,.. . 6 bezeichnet), be- 


Bild 1 


sitzen von dem Aufpunkt 0 die Abstände 0, = c?:r,. Von diesen Bildpunkten gehen dem Ab- 
stande og, proportionale Kräfte aus, so daß man es jetzt mit einem System quasielastischer Kräfte 
zu tun hat. Die Resultierende dieses Kraftsystems geht durch den Massenmittelpunkt (Schwer- 
punkt) C des Bildsystems und gleicht dem Produkt aus dessen Abstand go, vom Aufpunkt 0 
und der Gesamtmasse M = N m, = 3% m,. Wird der Massenmittelpunkt zurückgespiegelt, so 
erhält man den Anziehungsmittelpunkt C des gegebenen Systems. Die in ihm konzentriert ge- 
dachte Gesamtmasse M liefert die Resultierende der Anziehungs- bzw. der Zentralkräfte. Ein 
scheinbarer Ausnahmefall liegt im Falle von Massen mit verschiedenen Vorzeichen vor, wenn 
2 m, =D ist, dessen Behandlung später an einem einfachen Beispiel gezeigt werden soll. Schließ- 
lich liegt Gleichgewicht vor, wenn der Massenmittelpunkt des Bildsystems mit dem Aufpunkt 
zusammenfällt. So führt diese Abbildung durch reziproke Radien zu einer einfachen geometri- 
schen Kennzeichnung der resultierenden Kraft, die durch den negativen Gradienten des Poten- 
tials im Aufpunkt gegeben ist. Eine ähnliche Behandlung liegt vor, wenn die Lage des Massen- 
punktes m, auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem x, y mit 0 als Ursprung durch die komplexe 


Zahl z, bezogen und durch die gleiche Punktmasse m} — m, mit der durch &, = c2 : z, gegebene 
Lage abgebildet wird. 


W= yon, n@=2) U VE re 


Z. angew. Math. Mech. N 
Bd. 37 Nr. 7/8 Juli/Aug. 1957 B. Mechanik 267 


ist die Potential U und Stromfunktion. V vereinigende analytische Gesamtfunktion von z. Ihre 
ersten drei Ableitungen sind 


MD We ea: We=2D ne lan 


und im Punkte 0 (z = 0), wenn r, = |z,| bedeutet, 


: m,Zz, 1 , 1 
We Nm. In N Wa SUN m,,=— 3 MNes 
at nt RS el 
— en Vie bar = ur = 7%,md 


In der Umgebung von 0 ist die Gesamtfunktion 
1 
WW a werte a ey) 
und ihre Real- und Imaginärteile 
’ ’ 1 [23 123 2 DER 
U-U+ Va Vy+z[U’ a) 27” Ey + [U 3) 
Very — u], ; 
( % Pl (3). 
V-V+Va+Uy+z IV’ @ m) +20 2yl4+ 5 IV @ 3) 
+ U” Bry— yP)] ) 
Wir orientieren das Koordinatensystem derart, daß U’ = 0 ist, d.h., die neue Achse 7’ 
geht durch C’, den Massenmittelpunkt des Bildsystems m’ die neue x’ £-Achse tangiert in 0 die 
Niveaulinie, die y’-Achse die Stromlinie (Feldlinie). Sehen wir die Krümmungen der Niveau- 


und der Feldlinie durch 0 (U = U,, V = V,) k, und k, als positiv an, wenn sie nach oben bzw. 
nach rechts konkav sind, so lauten ihre Gleichungen 
1 2 1 723 1 2 1 13 
| y=zKkyz take, ı=—kKry Hekry a Äackeie, Dres . (4), 
wobei kr = dk, :ds,, ky = dk, :ds, (ds, und ds, nach rechts bzw. oben positiv gezählt). 
Einsetzen der Gln. (4) in die erste bzw. zweite Gl. (3’) ergeben zwei Identitäten, die zu den Glei- 
chungen führen 


— V’k+U-=0, V’kK—-V =0, N 

—V ka —-3V" + U7e0, Vkr4H3UÜ”,—U"=0 
Ihre Lösungen nach den Krümmungen und Krümmungsänderungen lauten 
WIEN RIEMEN 

VeTer 7 Im @J (3 m,L,) 
nor _122mEn _ Im) 
£ Wa reNng, a@J(3Y m,n) Bir 
BEE ne Lin 2, N, SE nn sn kenne 2 m, WII 2 
. ea(3 mn) 
2 
ae She | 


Die Übereinstimmung der entsprechend orientierten Geschwindigkeiten der Änderungen 
der Niveau- und Feldlinienkrümmung ist für das Laplacesche Feld charakteristisch!). Be- 
sitzen positive Punktmassen bei S m, n, < 0 positive Ordinaten y’ und liegen sie zwischen den 
Symmetralen s; und s; der Koordinatenachsen, so wirken sie auf Niveaulinienkrümmungen nach 
oben. Unter gleichen Voraussetzungen wirkt x, y, > 0 (&,, <0) auf Feldlinienkrüämmung 
nach rechts. 

Verschwindet bezüglich eines Feldpunktes 0 das komplexe Trägheitsmoment 3 m, des 
Bildsystems, so sind Niveau- und Feldlinie in diesem Feldpunkt nicht gekrümmt. Das ist dann 
der Fall, wenn der Feldpunkt Antibrennpunkt der Zentralellipse des Bildsystems ist. Solche 


-) Vgl. A. Basch, Zur Geometrie der Skalar- und Vektorfelder, insbesondere des Laplaceschen Feldes. 
Monatshefte für Mathematik und Physik 41 (1934), S. 300—321. 
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Punkte sind im Fall zweier gleicher anziehender Punktmassen, der in Bild 2 durch das System 
der Niveau- und Stromlinien veranschaulicht ist, die bei den Flachpunkte jener Cassinischen 
Kurve, die die Cassinischen Niveaulinien mit vier Wendepunkten von jenen ohne Wendepunkt 


trennt. 


Bild 2 Bild 3 


Bild 3 veranschaulicht den Fall zweier dem Betrag nach gleicher, dem Vorzeichen nach 
entgegengesetzter Punktmassen m und — m in P, und P, mit den Abständen r, = |t,| und 
7, = |t,| von Feldpunkt 0. Die Abbildung erfolgt durch Spiegelung am Kreis vom Halbmesser 
e=r, r, mit dem Mittelpunkt O0 durch die Punkte P; und P, mit den Abständen og, = r, und 
0, =r,. Der Vektor Pi Pz gibt mit m multipliziert die Feldkraft der Größe und Richtung nach. 
Die zu ihm parallele Gerade durch 0 ist Feld-(Strom)linientangente (y, n-Achse) ihr Schnitt Q, 
mit der Y-Achse P, P, ist Krümmungsmittelpunkt der Niveaulinie. Der Schnittpunkt 2, der 
zu P, P, (Y-Achse) Normalen durch 0 mit der Symmetralen von P, P, (X-Achse) ist der Krüm- 
mungsmittelpunkt der Feldlinie. 

Der Gradient des Feldes ist 

G=-WHIV. no. u: 00 

sein Betrag 
a N a a A a ee 
Jedes ebene Laplacesche Feld besitzt einen charakteristischen, skalierungsinvarianten 


„Krümmungsvektor“ 
gsradlnG@ = kurt ihr SR Re ee 


Bild 4 


(0 Qin Bild 4). Die Darstellung dieser reziproken Länge ist der vom -Feldpunkt 0 zum Pol Q der 
= SFOnNngSrmithelpniste von Niveau- und Feldlinie verbindenden Cesäroschen Geraden 
vr). 
Dieser charakteristische Vektor des Feldes ist 
id? 
zrad InG = ——— 0000 
Ä gradInG A 10 Sa ala ae 
im Fall der hier verwendeten Orientierung des Koordinatensystems. 


?) E. Cesäro, Vorlesungen über natürliche Geometrie. Deutsche A b € i ipzi 
S. 148. — Vgl. auch A. Basch, loe. eit. ER De ae 


u a eh 


DE na u Dr, ’ > ur 
ee i 
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Die Berechnung von Rahmentragwerken 


‚mit Hilfe von Übertragungsmatrizen 
Von $S. Falk in Braunschweig 


Als Gegenstück zu den klassischen Eliminationsmethoden (Kraft- bzw. Deformations- 
methode) wird ein Verfahren aufgebaut, bei welchem das an einem abgeschnittenen Balkenteil OS 
angreifende Kräftesystem gemeinsam mit dem dazu konjugierten „System der Deformationen‘ 
im Schnitt S reduziert, d. h. durch die Kraftgrößensumme (Kräfte- und Momentensumme) und 
die „„Deformationsgrößensumme‘“ (Verschiebungs- und Verdrehungssumme) ersetzt wird. Die 
Grundaufgabe dieses „Reduktionsverfahrens‘‘ besteht in der Berechnung der Kraft- und Defor- 
mationsgrößen im Anfangspunkt 0 des Balkens; sind diese bekannt, so ergeben sich Kraftgrößen 
k, und Deformationsgrößen d, für jeden beliebigen Schnitt (insbesondere für die Feldgrenzen) auf 
einfache Weise, womit das Problem erschöpfend gelöst ist. Der Begriff der statischen Unbe- 
stimmtheit wird hierbei bedeutungslos; wesentlich werden vielmehr die zugrunde liegenden Dif- 
ferentialgleichungen (d. h. die Zusammenhangsbedingungen zwischen Kraft- und Deformations- 
größen) und die topologische Struktur des Tragwerkes. Einzige, auch sonst übliche Voraussetzung 
für das Verfahren ist der lineare Zusammenhang zwischen Kraft- und Deformationsgrößen. 


Bild 1 


Wir denken uns ein aus lauter geraden Stücken zusammengesetztes räumliches Rahmen- 
tragwerk (oder auch Fachwerk) mit beliebiger statischer (bzw. dynamischer Trägheits-)Belastung. 
Der lineare Zusammenhang zwischen Kraft- und Deformationsgrößen sei in jedem Feld des Trag- 
werkes durch ein System von linearen Differentialgleichungen der Form 


(ee DR a N en ET, 


gegeben, deren Lösungen gewissen Rand- und Übergangsbedingungen angepaßt werden müssen. 
An der Deformation des Tragwerkes seien o der sechs Paare 


(w,L; 0): 0): @& T,; @M):; @M) ........0) 


beteiligt (1 so< 6; Bild 1); fassen wir jetzt die 2 0 Kraft- und Deformationsgrößen gemeinsam 
mit der Ziffer 1 in geeigneter Weise zu einer Spaltenmatrix, dem „Zustandsvektor‘“ ) zusammen, 
so lautet der gesuchte Zusammenhangfür die Feldgrenzen i—1 und i eines Feldes der Nummer i: 


Hierin ist 2, die rechteckige ‚„Leitmatrix‘‘ mit & Zeilen und Spalten, deren Elemente sich in ein- 
facher Weise aus einem beliebigen Fundamentalsystem nebst Partikularlösung von (1) ermitteln 
lassen. Bei homogenen Problemen (r,(&,)=0)istx =20,ß = 3 0, beiinhomogenena = 20-1, 
ß=30+ 1. Zwar hat die Matrix %, ß Spalten, der Vektor y;_ı dagegen nur x Komponenten, 
doch läßt sich die Multiplikation trotzdem durchführen, wenn man die ersten o Komponenten von 
y, als die letzten o von Y,;_ı auffaßt (‚‚verschränkte‘“ Multiplikation). Die Gl. (3) gibt nun für n 
aufeinander folgende Felder: 
De De, ee har are Tu Fr . (4). 

Die Produktmatrix ®, vermittelt somit den linearen Zusammenhang der Kraft- und Deforma- 
tionsgrößen im Anfangspunkt O und im beliebigen Schnitt- bzw. Endpunkt N. 

Sind die Kenngrößen des Rahmens und damit die Koeffizienten der Differentialgleichungen 
(1) feldweise konstant, so lassen sich die zugehörigen Leitmatrizen ein für alle Mal explizit hin- 
schreiben, so zum Beispiel für Biegen, Knicken (bzw. Knickbiegung), freie und erzwungene 
Schwingungen (auch mit Einzelmassen). Der Rahmen kann starr oder federnd gestützt oder ab- 
schnittsweise elastisch gebettet sein; auch dürfen sogenannte Zwischenbedingungen vorkommen 
(Gerbergelenke und dergleichen). 
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Je nach der Topologie des Tragwerkes unterscheiden wir jetzt drei Typen: 


a) Durchlaufender Rahmen. Infolge der o Randbedingungen am linken Ende verschwindet 


aus jedem Paar (2) genau eine Größe; die übrigen 0 „Freigrößen“ (A, Ay ...; A,) = a sind in 
linearer Weise in den Komponenten des Anfangsvektors Y,, nach (4) ebenso in d, enthalten; so- 


mit liefern die o linearen Randbedingungen am rechten Ende des Trägers ein lineares Gleichungs- 


system der Ordnung o zur Ermittlung der gesuchten Freigrößen Au 
De 


Bei inhomogenen Problemen wird daraus a—=W!r, bei homogenen dagegen (Knicken, freien 
Schwingungen usw.) ist |X] = 0 eine Bestimmungsgleichung für gewisse kritische (Eigen-)Werte, 
und a ist bis auf einen belanglosen Faktor ebenfalls bestimmt. Der nun bekannte Anfangsvektor 
y, aber legt die Kraft- und Deformationsgrößen an allen Feldgrenzen und damit für jeden be- 
liebigen Schnitt des Tragwerkes fest. | 

b) Offene Rahmen. Diese werden durch einen einfachen Kunstgriff (Einführung von „Koppel- 
feldern‘“‘) aufeinen oder mehrere Durchlaufträger zurückgeführt; die Rechnung verläuft wie unter a). 


c) Geschlossene Rahmen. Aus jedem geschlossenen Rahmen lassen sich durch geeignete 
Schnitte eine Anzahl von s durchlaufenden „Strängen‘ herauslösen, die durch Koppelfedern mit- 
einander verbunden sind. Definiert man eine „gemeinsame Reduktion“ und als Verallgemeine- 
rung des Anfangs- und Endpunktes beim Durchlaufträger eine Anfangs- und Endfläche des 
(räumlichen) Tragwerkes, so liegt im wesentlichen wieder der Fall a) vor, wenn man nur o durch 


01 4 03 + * 0, ersetzt. 

Der allereinfachste Sonderfall (in der Baustatik, wenn auch nicht in dieser präzisen Form, 
als „‚Traversenmethode‘“ bekannt) dieses sehr allgemeinen und weitreichenden Verfahrens liegt 
bei ebenen offenen Tragwerken mit unverschieblichen Knoten vor; man kommt dann mit dem. 
einzigen Paar (p, M,) aus; wegen o — 1 haben die Leitmatrizen nur 4 Spalten und 3 Zeilen (im 
homogenen Fall 3 Spalten und 2 Zeilen), und das System (5) besteht aus einer einzigen Gleichung. 

Da die gesamte Rechnung allein aus Matrizenmultiplikationen und dem Auflösen des 
Systems (5) besteht, ist sie weitgehend schematisierbar und somit für Hilfskräfte oder digitale 
Rechenautomaten besonders geeignet. Die Leitmatrizen enthalten zum größten Teil Einsen und 
Nullen; die übrigen Elemente sind entweder die gegebenen technischen Daten selbst (z. B. Feld- 
längen) oder doch einfache Kombinationen davon (z. B. E J/l? und dergleichen). Der Rechenauf- 
wand liegt im allgemeinen weit unter dem der herkömmlichen Eliminationsmethode, da ja die 
Ordnung o des zu lösenden Gleichungssystems (5) von der Felderzahl und dem Grad der statischen 
Unbestimmtheit völlig unabhängig ist! Das Reduktionsverfahren ist nach vielen Richtungen hin 
verallgemeinerungsfähig, so z. B. auf Tragwerke mit gekrümmten Stäben, Temperatureinflüsse 
usw. Weitere Einzelheiten nebst zahlreichen durchgerechneten Beispielen findet man in fol- 
genden Aufsätzen: 


[1] Ing.-Archiv 24, Heft 3 (1956): „Die Berechnung des beliebig gestützten Durchlaufträgers nach dem Reduk- 
tionsverfahren‘“. 

[2] Ing.-Archiv 25, (1957): „Die Berechnung offener Rahmentragwerke nach dem Reduktionsverfahren‘“. 

[3] Ing.-Archiv 25, (1957): ‚‚Die Berechnung geschlossener Rahmentragwerke nach dem Reduktionsverfahren“, 


Experimentelle Durchführung einer neuen hydrodynamischen 
Analogie für das Torsionsproblem 
Von G. Großmann in Hannover 


In dem Vortrag wurde die experimentelle Durchführung eines neuen hydrodynamischen 
Torsionsgleichnisses beschrieben, das auf der Gleichheit der Differentialgleichungen für schlei- 
chende Strömung und für de St. Venantsche Torsion beruht. Die Analogie gestattet, den Tor- 
sionswiderstand und die Torsionsspannung unabhängig voneinander zu bestimmen. Der Auf- 
wand an Geräten und Rechnungsarbeit ist sehr gering. Außerdem läßt sich die Analogie — im 
Gegensatz zum Seifenhautgleichnis — ohne weiteres auf Hohlquerschnitte anwenden. Vergleichs- 
messungen an Flächen bekannter Kenngrößen (J,, t) erübrigen sich. Es wird eine für tech- 
nische Zwecke ausreichende Genauigkeit erreicht. Der Torsionswiderstand läßt sich aus einer 
Zeitmessung und einer Temperaturmessung ermitteln, die Spannung geht auf die Bestimmung 
der Fläche zwischen 2 Stromlinien zurück. Einfache Umrechnungsgleichungen stellen die Ver- 
bindung zwischen Modell und Wirklichkeit her. 

Eine ausführliche Darstellung wird in Kürze im Ingenieur-Archiv veröffentlicht. 


nn a ZU Ze 
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Das Spannungsproblem für dicke offene Schalen 
Von Miloslav Hampl und Jaroslav Valenta in Prag 
E Die Lösung der biharmonischen Gleichung für die dicke offene Kugelschale ist von der 
orm: 
KR 2 Fr) 2,0% 
Die gegebene Belastung Tr, rd der krummen Flächen für r = a bzw. r — b kann man im allge- 


meinen durch Reihen ausdrücken, wobei & eine ganze positive Zahl bedeutet, und dann die 
entsprechenden Integrationskonstanten C,., Ca, ... aus dem Gleichungssystem (1) bestimmen. 


Bild 1 
1 Er 
3? Far ertr + Br FE Fee +08 (& — 1) Bra 
+ @+1@+ 2) Ca] P,(8) 
1+v_ 
al ZZ - Kahabkabır: 1] 240) 
1). 
1 = ( 
Er Br [Graf + Ga are la 1) Ga 
r — ET) P:(8) 
1+v 


: E 7,210. 9D +] Pd) 


Diese Lösung hat eine bestimmte Verteilung der Spannungen ÖÖ bzw. 19 für d = d, bzw. ©, 
zur Folge. Das Gleichgewicht ist natürlich erhalten. 


Wenn aber eine andere Verteilung der Randspannungen gegeben ist, muß man an die schon 
berechnete Lösung eine neue superponieren, welche an den krummen Flächen die Spannungen 
7,=rn,=r0,=r0,=0 zur Folge hat. Wir bekommen eine nichttriviale Lösung, wenn 
der Index «& (der Eigenwert) der neuen Partikularlösung der Gleichung A, = 0 genügt, wobei A, 
die Determinante des Gleichungssystems (1) bedeutet. 

Nach Ausführung der betreffenden Rechnungen bekommen wir endlich für das Problem 
der Kugelschale: 

2o+1 Ps 20+1 2 


Bee 
‚a a y (2 + 1)? ar) FB r+R) Er —2) 


"A 1 Cr WMA-MtRH)EtR 
a 


(2). 


In einer in der Zeitschrift der Stahlbau 1940 veröffentlichten Arbeit hatte Hampl nur eine 
Wurzel dieser transzendenten Gleichung angenähert ausgerechnet und zwar: 


A 
Ba a a 


A y3 (1 —»)2. 


mit 
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Bei der Lösung eines ähnlichen Spannungsproblems der (offenen) dicken Zylinderschale benützte 
Valenta denselben Gedankengang, den Hampl] für die Kugelschale angedeutet hatte und be- 
kam für die Eigenwerte «& die folgende Gleichung 


Krate 


en 4). 
b (28 t& ” (4) 
end 
Mit der Bezeichnung: 2 
Bew (e=- 7) — PER 5 
Per re rer; 1 en (5), 


hatte Valenta die Wurzeln in folgender Form bekommen: 


a) Zwei reelle Wurzeln sind: 


en Bl ee = 
Hit: srleamnie » ae Tr ee (6,1), 
oder 
13 
tet] Einige um,t am maige 20% Ko) ME en (6,2) 


b) Alle anderen Wurzeln sind komplex und zwar von der Form +p + gi und die ent- 
sprechenden Formeln sind ziemlich kompliziert. 


Fir p= al 2 sind die Wurzeln im ersten Quadranten der «-Ebene in der Figur 2 graphisch 
% Be 

Be geradem a: 
auf ihrer rechten Seite | steht, den Werten | | entsprechen die | 
+& + & 


dargestellt. Die Wurzeln «, mit Index k entsprechen der Lösung der Gl. (4), wenn 
Kreis- 


Ba punkte in der 


Zeichnung. 


() 7 2 3 % 3256 
Üapr+g! 
Bild 2 


Die Anwendung dieser Wurzeln zur Auffindung der Spannungen und zur Lösung eines 
technischen Problems wird Valenta in nächster Zeit veröffentlichen. 


ae an dr m ne dd. >, 
N a A 


e= 


Über die Berechnung von Biegemomenten Fa 


AB In einem rechtwinkligen Trägerrost 
E Von J. M. Klitchieff in Belgrad, Jugoslawien ee u R 
F: Dieses Problem kommt im Schiffbau oft vor, wo der Rost aus einer größeren Anzahl von e x “ä 


äquidistanten parallelen Balken und wenigen Querträgern gebildet wird. Der Fall von gleichbe- er 
lasteten und gleichunterstützten.Balken wurde schon 1901 von I. G. Bubnov [1], [2], erschöpfend Bu 
‚erörtert. Es gibt aber oft Fälle, wo sich einige Balken von anderen unterscheiden, sei.es durch De, 
größere Steifigkeit und Einspannungsmomente (Rahmenspanten), sei es durch nachträgliche _ Pa 
Stützungen (Verbindung mit Lukenendbalken, bzw. mit Deckunterzügen), oder nachträgliche Er 
Belastung (Maschinenfundamente). i a: 

Wir betrachten zuerst einen Rost aus zwei symmetrischen freiaufliegenden Trägern von B- 
der Länge L und aus (m — 1) äquidistanten Balken von der Länge !; davon sind (s— 1) elastisch b 
eingeklemmt oder irgendwie anders unterstützt. Eine gegebene Belastung Q soll längs jedes Bal- 
kens verteilt werden. v—_ 


Die Durchbiegung im Quotenpunkte des Balkens Nr. i wird dann 


1 - u = B,; Q—B; R,) Sehe Pie ln a a, - ia (1), 
wo B,=1?/E I, R, den vom Balken auf den Träger ausgeübten Druck, «; und ß, Koeffizienten 


bedeuten, die durch den Abstand der Querträger vom Rande und die Art der Einklemmung des 
Balkens bestimmt sind. Aus der Gl. (1) folgt 


URN: 


LITE, 


N ee, 


& u 
IR, ER ET IERE, DD BE Un FT (2). 
iR, B;ß; 
. Das Biegemoment im Querträger kann in der Form geschrieben werden 
“2 DR. 8 TEIETU TUT 
= — i a 3). 
M Be 2 I m NT (3) 
Setzt man für die elastische Linie die Form an 
{ oo 
er ee en RER (A) 
n=1 L 


so folgt aus der Differentialgleichung der elastischen Linie, wenn man die Ausdrücke (2)—(4) 
einsetzt, ein Gleichungssystem für die Koeffizienten C,, 


4 4 m 
er & &o & 
—(C„=2- re 


nn nn 1 1 
—z Fe AS t re Dein en Sun: 
ers on ta z)0cs En Bla 


wo : 
 — G,+ Casem + Cnzam = el im — 
Due — oR + ER ar One EN Can+2s er Cn+4s EL! 
B=LY/EJ, 


J das Trägheitsmoment des Trägers bezeichnet, a,, ß, Sich auf elastisch eingeklemmte, «, ß auf 
freiliegende Balken beziehen. ' 

Dieses Gleichungssystem läßt sich besonders leicht nach C, auflösen, weil man bei der 
numerischen Rechnung sofort merkt, daß in jeder Gleichung alle C, mit k> n vernachlässigt 
werden dürfen; so hat man immer nur eine Gleichung mit einer Unbekannten zu lösen. i 

Bei 3 symmetrischen Trägern läßt sich das Problem in ähnlicher Weise auf die Auflösung 
von 2 Gleichungen mit 2 Unbekannten zurückführen usw. Für die Berechnung der Biege- 
momente in den Trägern bis auf 1%, genau genügt es 5 Glieder in der Reihe (4) zu behalten. 

Ein ähnliches Verfahren könnte auch für eingeklemmte Träger angewendet werden [3]- 
Die Konvergenz wird dann langsamer. Außerdem scheint die Voraussetzung einer Einklemmung 
von Längsträgern bei Schiffen wenig begründet zu sein, wegen der relativen Verschiebungen der 
Querschotten bei der Längsbiegung des Schiffes im Seegange. 


1] Morskoj sbornik, 1901, $. 117—118 (Russ.). 
He Stroitellnefa mehanika korablja“, II, St. Petersburg 1914 (Russ.). 
[3] Aufsatz des Verfassers in Aeron. Quart 3, Nov. 1951. 
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_ Eine Verallgemeinerung der Methode der harmonischen 
i Linearisierung 
Von K. Magnus in Freiburg/Br. 


Zur Berechnung des dynamischen Verhaltens nichtlinearer Systeme hat sich die Methode 
der harmonischen Linearisierung (auch „Harmonische Balance‘, „äquivalente Linearisierung‘, 
„energetische Linearisierung‘‘ oder „Verfahren der Beschreibungsfunktion“ genannt) als beson- 
ders wichtiges Hilfsmittel bewährt. Sie gestattet zum Beispiel für ein nichtlineares Ausgangs- 
system von der Form: u 


h, 
ae Die) (r.='1,2, eh BD) nee a 
f s=1l 
ein lineares Ersatzsystem 
j N 
© = Due le re 1 en. 
s=1 


auszurechnen, dessen amplitudenabhängige Beiwerte a,, aus den nichtlinearen Funktionen ie 
durch eine endliche Fouriersche Integraltransformation 


2n 
1 —= | IA sin 0) sin © t dad) ‚use A ee 
nA,, 


gewonnen werden. 
Es läßt sich nun zeigen, daß dieses Verfahren als Spezialfall des allgemeinen Ritz-Galer- 
kinschen Variationsverfahrens aufgefaßt werden kann. Das System (1) kann mit dem Ritz-Ansatz 


a8 SC) a 


gelöst werden, wobei die Amplitudenfaktoren A,, nach der Galerkinschen Vorschrift aus 
2n 


N) 


a 


Y (ot) dot) = 0 ae © . (9) 


gewonnen werden. Die ', sind ein zur Approximation geeignetes Funktionensystem. 
Das Verfahren der harmonischen Linearisierung wird nun aus den Ritz-Galerkinschen 
Vorschriften erhalten, wenn: 
1. im Ansatz (4) nur das erste Glied mitgenommen wird (m = 1), 
2. als Approximationsfunktion /,(ot) = sin »t gewählt wird, 
3. in die Galerkin-Bedingungen (5) für x, das vorgegebene Ersatzsystem (2) eingesetzt wird. 
Nach Vertauschen von Summation und Integration und teilweisem Ausführen der Integra- 
tion bekommt man so aus (5): 


n 


21a, Air (Asa Den Flo OT 
s=1 0 

Durch gliedweises Nullsetzen folgt daraus unmittelbar wieder die Bestimmungsgleichung (3) für 
die Beiwerte a,,. 

Eine naheliegende Verallgemeinerung der harmonischen Linearisierung wird nun aus dem 
Ritz-Galerkinschen Verfahren erhalten, wenn man von den oben genannten drei Spezialisie- 
rungen die zweite dahingehend abändert, daß als Approximationsfunktion eine beliebige nicht- 
harmonische, aber natürlich periodische Funktion Y(o ti) gewählt wird. Anstelle der Bestim- 
mungsgleichung (3) bekommt man dann 


1 en 
| Is 14; POHL 71@%) don (7) 
f) 
mit 


h=/[PRdod). 
0 


Die Beiwerte 0% werden also auch jetzt durch eine Integraltransformation gewonnen, je- 
doch mit einem nicht-harmonischen Y(w t) als transformierender Funktion. 


Ir a a aa! ie aan nn ni nn u a ne 17 5 
m TH 


\ 


Einflüsse der Schränkungen von Schubkurbelgetrieben 
auf die Bewegungsverhältnisse der Gleitstücke”) 
Von Ernst Mewes in Braunschweig 


Verfasser hat im Ing.-Arch. 24 (1956) H. 5 S. 291£f. festgestellt, daß bei Schubkurbelgetrieben 
ie Einflüsse des Schränkungsverhältnisses 8 (= Schränkung:Schubstangenlänge) auf die Be- 
wegungsgesetzmäßigkeiten der Gleitstücke sich ausdrücken lassen durch Faktoren bei den Gliedern 
mit verschiedenen Potenzen des Schubstangenverhältnisses A (d. i. Kurbelradius r:Schubstangen- 

länge). Diese Faktoren können jeweils zusammengesetzt werden aus Faktoren g,, über die unten 
noch berichtet wird, und Faktoren ß’ (1 — 2)”, die infolge m < 1 und m Z 0 bei Entwicklung 
nach dem binomischen Satz stets unendliche Reihen ergeben. 


Ist für den Kurbelwinkel y die Koordinate des Bolzens für den Anschluß des Gleitstücks, . 


bezogen auf die Kurbelwellenachse in Gleitrichtung: 
En ‚(do + cosp + A, siny + 4 An cos 2y— 5 Assin3y— Seen 


dann ist mitö = es, ep „er, 


SET: 


= undstürssprne "ler 3, 2 
B Ve 
> = 
1 3 5 Sri 
N, er rel trt )). 
5 7 1:9 
nt rl tt |)» 
7 
8” 


”|s 2 ., u (01 + _ Wat: ) 


Beni 


2n-l 
Ir ne On ten 


3. 

ü 1 3.0 
A,=6g Arartz 
We 

6- 


A,=öda (nr | re 


3*9 R 79 31 
A;=E£Q (are late tr ee TR 2 Bi 


1-3 5 Reh 
A,=eqa (mtr MEN r el +5,76” 9 <= 
Die g, sind endliche Potenzreihen von p?, z. B. 
u 
4 
n-144Bg=1+zP, 
gg = 1 + 12 B? + 8 B%, usw. 


*) Aus dem Institut für Landtechnische Grundlagenforschung der Korschunesagetalt für Landwirt- 
schaft. (Direktor: Prof. Dr.-Ing. Dr. agr. h. c. W.Kloth). 
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Die Funktionen g, (ß) lassen sich schnell aufstellen, indem die Koeffizienten bei den ß*’in den 
9,, nach folgender Tabelle ermittelt werden, die beliebig fortsetzbar ist: 


I pr 
j - 
9a "1: 
B 6 
ge 1 ‘3 
re 
gs 92 1 
5 4 
910 3 o7 


USW. 


Dann wird geschrieben mit den Faktoren der Tafel: 


4 
A-1+rTPp, 
Mer AEG 
ns un Re ng 
A et A316, Aa 16418 
| f 2 EN Ph ee 
“= 1 aE "1,3 umso ae 
usw, Weiterhin ist 
4 2 
I 
sh, 4 6 
— ] | . 
ET 
usw. 
Heißt der Hub des Gleitstücks sund isto — mt dann wird 


2; 


T 
lea aa] 


DFG 


un — 
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Daraus wird die unendliche Rethe entwickelt: 


"#8 
4 
ET I ER KEANE 
27 1—# 2.4" (1— A) 2.4.6? (1 —22)° 

Für A — 0 ergibt sich: TE, 
yi—p 

Im Grenzfall für} + B— 1isto— an ne, e 

Ari B 


Für alle Schubkurbelgetriebe mitA + ß < 1 ist im Bild 2 = /(ß,A) dargestellt. 


Elasto-plastische Biegung von nicht-homogenen 
orthotropen Kreisplatten 
Von W. Olszak in Warschau und J. Murzewski in Krakau 


In den letzten Jahren wurden bei uns durch unsere Mitarbeiter und uns selbst die Grund- 
lagen einer allgemeinen Theorie von plastisch nicht-homogenen und plastisch anisotropen Körpern 
ausgearbeitet. Die grundlegende Behandlung der damit verbundenen Probleme wurde möglichst 
allgemein gehalten. Wir haben uns zu diesem Zweck auf den Begriff des plastischen Potentials 
gestützt, wobei dieser Begriff auf nicht-homogene Körper verallgemeinert und dabei gleich- 
zeitig vorausgesetzt wurde, daß die behandelten Medien den allgemeinsten Fall einer anisotropen 
Struktur aufweisen. Diese Anisotropie wird dabei mit einem räumlichen krummlinigen Ko- 
ordinatensystem in Verbindung gebracht. 

Eine derartige Auffassung hat-den Vorteil, daß man auf diese Weise auf verschiedene 
Sonderfälle der Anisotropie übergeben kann (wie etwa eine Anisotropie, die mit dem zylindrischen, 
sphärischen, Cartesischen oder mit beliebigen anderen Koordinatensystemen verbunden ist). 

Die vorliegende Arbeit behandelt das Problem einer elastisch und plastisch nicht -homogenen 
zylinderorthotropen ‚Kreisplatte, wobei dieses Problem als ein kreissymmetrisches betrachtet 
wird. Demgemäß wird vorausgesetzt, daß die Biegesteifigkeiten B, und B,, die Querdehnungs- 
zahlen », und »,, die Fließmomente M, und M, usw. nur vom Radius r der Platte abhängig sind. 
Wir beschränken uns auf dünne Platten (k< R) und kleine Durchbiegungen (w <h). 

Die Biegemomente m, und m, (pro Längeneinheit gerechnet) erfüllen die Gleichgewichts- 
bedingung: 

dm, 


r Br Fm—m,-+rt=0; 
darin bedeuten: 
1 [ 1 t — die Querkraft, 
er 15 p— die Belastung; 


0 


die Krümmungen x, und &, genügen der Verträglichkeitsbedingung: 


da, 
T IR E= Xy — % = 0 5 
a dw 1 dw 
—— — ou B Ag = = —y 
; dr, - n.dr 


Die elasto-plastischen Zustandsgleichungen werden für zwei verschiedene Fälle formuliert. 
Im ersten Fall wird das plastische Potential in quadratischer Form, in dem anderen dagegen 
die Kontinuität der Spannungen an der elastisch-plastischen Grenze vorausgesetzt. Die Zustands- 
gleichungen im zweiten Falle sind einfacher und gestatten eine allgemein gefaßte Plastizitäts- 
bedingung anzusetzen (darstellbar in Gestalt einer elliptischen bzw. einer sechseckigen oder 
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rhomboidalen Fließfigur in der Momentenebene): 
1 


& = — (m, — I, M ) D pe 
i Bı Er a y=oy=-® 3—20; 
1 
&g — B.: - (mM, — 9, m,); 
fa MN 0a im Ball einer eihärechen TE 
DIESE im Fall polygonaler Fließfiguren. 
WE mM Mm polyg 8 


Die Grundgleichungen des elasto-plastischen Gleichgewichtes lassen sich auf eine gewöhnliche 
Differentialgleichung zweiter Ordnung zurückführen: 
1 B; u 1 Bi en en 
De ar aD T Y 


T Be 


parin bedeutet F eine Momentenfunktion, von der die Biegemomente einfach abgeleitet werden 
durch die Operationen: 


m =-—, my=fF'-+rt; 
EIER 


das Problem kann auch auf eine andere Differentialgleichung zurückgeführt werden: 


7 1 B; v' r 1 Bie y' v,P Kane 
v+( a )r | = Be 


Tier Bin ul Re 
wobei im Obigen durch 9 die Neigung der Biegefläche (in der radialen Richtung) bezeichnet wurde: 
p 
n=P, &o BR 


Die Lösung dieser Differentialgleichungen läßt sich auf die Lösung einer entsprechenden 
Integralgleichung zurückführen und dadurch manchmal erleichtern. 

Die Platte erreicht ihre Grenztragfähigkeit, wenn in ihrer ganzen Fläche, oder in einer Zone, 
y=0ist. Die Momentenfunktion wird für diesen Grenzzustand durch eine Differentialgleichung 
erster Ordnung bestimmt, deren Form von der vorausgesetzten Fließbedingung abhängig ist. 

Das besprochene Verfahren kann für die statische Analyse von verschiedenartigen nicht- 
homogenen und orthotropen Kreisplatten verwendet werden; als erstes Beispiel wird die Be- 
rechnung eines dichten Trägerrostes, der aus Radial- und Ringbalken zusammengesetzt ist, an- 
geführt; das zweite Beispiel behandelt die Berechnung einer Platte von veränderlicher Dicke, 
die orthotrope Struktur aufweist. 


Über die Eigenschaften der Frequenzgleichungen 
eines schwingenden Systems 
Von Danilo Raskovic in Belgrad 


Es handelt sich um mechanische Schwingungssysteme mit n Freiheitsgraden, für welche 
kinetische und potentielle Energie quadratische Formen in den Koordinaten (g;) und Geschwin- 
digkeiten (4) sind, 2T=(WA{d,2U=(QC{g}. Hier A ist die Trägheits- und C die Fede- 
rungsmatrix. 

Im Falle des Mehrfachpendels kann man die Energien mit Hilfe Rekursionsformeln be- 
rechnen und auch die Matrizen Am = Arm + m, {BR (l, C = (c,) = (gL,&% m,. Im Son- 


derfalle des homogenen Mehrfachpendels (m; = m, I; — I) die Determinantengleichung nimmt 
die Form an A(u) = [u M— D| = 0, wo u = @:1/g. Wenn man die einzelnen Zeilen von unten 
nach oben subtrahiert und die Spalten von rechts nach links, so erfolgt der Übergang auf das 
spezielle Problem A(u) = |ul—J|=0 mit der Jacobischen Dreiermatrix. Für Frequenz- 
gleichung gilt die Rekursionsformel [1], [2], auf Grund dessen kann das Laguerresche Polynom 
als das Frequenzpolynom einer Jacobischen Matrix definiert sein. Zwischen den Polynom- 


are His 


FE u en See 


uß = m Forts pa sie die ae Reihen der Zahlen ı mit, 2 


stanten en, 42’: Bien. W2T@n/IE), Artn=0 
Mit Hilfe der Skalaren ES Dreiermatrix kann man auch die Rekursionsformeln für die 
_ Summe der Kombinationen der positiven ungeraden Zahlen ermitteln [3]: 


ii : ZOD-SOr+ 2a; FR a2). 1 ie 


n ie \8/ 


% sm Falle der Mtabförmigen Mehrfachkörperpendel kann man auch die Rekursionsformeln zur 


3 Berechnung der beiden Energien benutzen. Im Sonderfalle des homogenen Systems ist 
ar lu a —h)] Au Ur (ans A 20, Fu — @2 1/3 y 


die Rekursionsformel der Frequenzgleichung. 


Die Gleichung läßt sich auf neue Form zurückführen mit Kehrmatrix. Dann können die 
Koeffizienten des Polynoms unmittelbar als skalare Produkte der Matrix F und Matrix Q,, welche 
die um ihre Diagonale umgekehrte Matrix D; ist, bestimmt werden. 

Wenn das System mit massenlosen Federn gekoppelt ist, läßt sich die Frequenzdetermi- 
nante nach der früher angewandten Methode auf diese Form zurückführen [u 1 — J,— «J,| = 0 
und die oe können durch die folgenden Rekursionsformeln ermittelt werden 


a EP BE aa 7 a a er 

wo { : ; 
Be oA DIT, Hy =gÜa— N), A=hil, “= cl/mg. 

Wenn A = 1 ist, dann gilt mit © = u— o, das Laguerresche Grundpolynom. 

Das Frequenzpolynom der Mitschwingungen des homogenen Oberbeckschen sympati- 


schen Mehrfachpendels ist das Produkt zweier Polynome: das erste Polynom ist das Frequenz- 
polynom des Systems ohne Federn (f) und das zweite ist das Frequenzpolynom des Systems mit 


doppelten Federn (2 c): 
HUN an 


A 
Wenn? = 1 ist, dann ist L= M und damit gilt 
E A,(n) = Ku) - L(u— 20) =. 


In gleicher Weise erhält man für Oberbecksche stabförmige Mehrfachpendel die Frequenz- 


gleichung 
= F—Drf uF—D,—2ol|=0. 


[1] Bottema, O., Die Schwingungen eines zusammengesetzten Pendels. Jahresbr. der deutsch. math. Vereini- 
gung 42, ei (1932). 

[2] Szegö, ©, Orthogonal polynomials. American math. society, New York 1939. 

[3] Netto, E., Lehrbuch der Combinatorik. Leipzig 1927. 


Beschränkte erzwungene Bewegungen mit Selbststeuerung 
Von Rolf Reißig in Dresden 


In seiner Abhandlung ‚„‚Boundedness Theorems for Nonlinear Differential of the 
Second Order (II)“, J. London Math. Soc. 27, 48--58 (1952) betrachtet G. E. H. Reuter die 
Differentialgleichung . | 

| : E+KEW+gW)=k:pl (<kSi), 
- die das Verhalten eines einfachen Schwingers beschreibt, auf den folgende Kräfte wirken sollen: 


1. die stetige ortsabhängige Kraft —g(x), die außerhalb einer Umgebung der Stelle x = 0 
eine Rückführkraft darstellt [g(&) - sgn x > O für k| > a]; 

2. die stetige geschwindigkeitsabhängige Kraft —k  F(y), die den langsamen Schwinger 
antreiben kann, aber bei genügend großem Geschwindigkeitsbetrag als Dämpfung wirkt 
IF) seny > 0 für yl bi; 

3. die stetige und beschränkte Erregung k - p(t), die nicht periodisch zu arbeiten braucht. 
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i ie Geschwindigkeit des Schwingers bei 
Reuter zeigt, daß sowohl der Ausschlag als auch die Ge ers 
beliebiger A atkn better nach einer gewissen Zeit ständig zwischen festen, von k ler ir 
Grenzen variiert: \ 
I 0 ee 


ie üblich — ' in der xy-Ebene (y = &) und konstruiert 
Dazu benutzt er — wie üblich — das Phasendiagramm in d me 
eh doppelpunktfreien geschlossenen Weg W, 2 Re Be ee 
tweichen kann. An der Bauart des Weges kann man dann leicht er s c 

bahnhalie zuerst außerhalb von W verläuft, den Weg schließlich einmal nach innen überqueren 
muß. 

Der Beweis besteht also lediglich in der Konstruktion eines solchen Weges W; zu dem 
Zweck nimmt Reuter noch zusätzlich an: 


lim g(&@)sgn 2 =-L 0; lim F(y) sen y= + ©. 


Ix]>oo IyI>o 


ie Rü i 5 Il-Lage dem Betrage nach 
Die Rückstellkraft soll also mit zunehmender Entfernung von der Null-L 
unbeschränkt wachsen und die Dämpfung mit steigendem Geschwindigkeitsbetrag ebenfalls. 


Diese Voraussetzung wird aber nicht voll ausgeschöpft; der Weg wird vielmehr nur unter 
den folgenden Bedingungen entworfen: 


F) seny>2-A, für y)2b4, Aı>|p®l; 
9@)-sgn2>2(A,+%A+I) fü klsa, A;>|FQ) für y|sb. 


Die Ungleichungen lassen sich aber noch mildern, wenn man eine andere, einfachere Konstruk- 
tionsmethode anwendet. Man setzt 


fnp)=M, finp)=m für 120; 
Max F(y)=F, MinFy=f für y|<b.. 
Jetzt verlangt man nur 
Fy)>M-—m für y>b, Fy)z0 für ys—b 
sowie 
g@)—km>M—m—f für r>q, ga) —km<—F für rs—a. 


Am besten entwirft man nicht den Weg W selbst, sondern seine Abbildung in der zu-Ebene, die 
man nach der Vorschrift gewinnt: 


%“ 1 
u, y) = [to — km) as +z#. 
0 f 
Wenn man den Ausdruck 


du 98 ou. 
nd | 2 = u ala) km+y}=ky{pd —m=F()} 


in den verschiedenen y-Intervallen (y < —b,—b, <y<0,0<y<b,y > b,) abschätzt, findet 
man: Die Abbildung ist in der Hauptsache ein aus 6 Abschnitten zusammengesetzter Streckenzug, 
dessen Ecken auf den beiden Kurven liegen: 


1 
1 = ul, 0), u = u(g, b,) = u(z, 0) + 5 573 


nur ein Glied der Abbildung ist ein Bogen, nämlich ein Stück der Kurve u(z, 0) für < — a.. 


Eine weitere Einschränkung der Funktion F(y) ist übrigens nicht statthaft; denn man 
kann Fälle angeben, wo die Bedingung F(y) > M — m für y = b, zur Konstruktion eines Weges W 
nicht nur hinreichend, sondern sogar notwendig ist. 

Zum Schluß sei noch bemerkt, daß es durchaus im Sinne der ganzen Problemstellung liegt, 
wenn man versucht, die Beschränktheit der erzwungenen Bewegungen unter möglichst allge- 
meinen Voraussetzungen zu beweisen; es handelt sich ja letzten Endes gerade darum, die Bedin- 
gungen festzustellen, unter denen die Wirkung dauernd vorhandener Störungen begrenzt ist. 


a Sich dd ; Mai un vw 
3 s u - Wi 
eu 


Fe 
bs Ds di ati Br 


Eb ne / Wärmelei estate mit EN Übergangskoeffizient 
PH Von F. Selig in Wen Mm) LE 


Die ee der i im 1 Titel genannten Probleme kann durch u eines en 
‚gewählten Ersatzproblems gewonnen werden, das aus dem ursprünglichen Problem dadurch ent- 
steht, daß längs des Randes I’ des Grundbereiches 8 eine-Quellverteilung q(J', i) angebracht wird, R 
die der den Rand durchsetzenden Wärmemenge Rechnung trägt. Lautet das ursprüngliche > 
Problem i in einem passenden Koordinatensystem (X, 2,) : a 


| Aigen Ar et: en a 
und bei senkrechter Annäherung an den Rand I’ von innen her gelte | Ei 
Das | en ige Er er a D 
so setzen wir für die volle Ebene das Ersatzproblem folgendermaßen an: f R 
9,=49 + | 465 dd (x, — (5) ö(® Zero 3) “ i 
8707 für > 0 


mit den üblichen Endlichkeitsbedingungen im Unendlichen. Hierbei wurde angenommen, daß = 
der Rand !'durch x, = 2.6); %, = X%(s) darstellbar und g die Funktionaldeterminante ist. Ist die 24 R 
gemischte Randbedingung nur auf Stücken von I’ gefordert, so ist der Gültigkeitsbereich von (3) - ne 
durch sinngemäße Erweiterung von ® festzulegen. , 

Durch eine Integraltransformation, deren Kern p(wx;, nx,) Lösung des selbstadjungierten 
Eigenwertproblems 


— k(o, n) p 
sein muß, und der sich bei Verwendung separabler Koordinaten als Produkt 


AOL, N X) = Po X) ' Pan X;) 
darstellen läßt ?), geht (3) über in 


%,=ko,n)® + S 1(s, d yo .(s)) pn x,(s)) ds = k(w, n) 9, + Ow,n;B). 
Die für { = 0 verschwindende Lösung 
t 
%Ko,n;r) = [Ql(w, n; r) eo m tm) dr 
N 0 
ergibt nach Rücktransformation 
1 z & 
2, 2; = Sean 0, n;T) po X) Pan %;) , 
on o n 


wobei N die Norm der entsprechenden Transformation bedeutet und S jenachdem, ob die Eigen- 


- werte diskret oder kontinuierlich sind, eine Summation oder Integration symbolisiert. Da 00/on 


beim Durchgang durch /’ einen Sprung aufweist, muß bei der Aufstellung der Bestimmungs- 
gleichung für Q(w, n; £) aus (2) auf die Reihenfolge der Operationen geachtet werden. Die Existenz 
einer eindeutigen Lösung muß durch Stetigkeitsforderungen von h und C erzwungen werden. 
Wegen der Übereinstimmung der Differentialgleichungen (1) und (3) in ® und wegen des gleichen 
Randverhaltens auf /’kann auf die Gleichheit von © und T in ® geschlossen werden. 

Als Beispiel betrachten wir die Scheibe0 <r<1. Es bedeuten x,, x, ebene Polarkoordi- 
naten r, @ 

por) =rJ.(or); pılnz,) = ei"? 


Aeseries Ban Deine dp = Jo) Qt) 


dann lautet 
1+r2 


9) =. Ne- len Io )de. 


1) und C können auf I’ veränderlich sein, die zu fordernden Stetigkeitsbedingungen werden später erörtert. 
2) H. Fieber: Über das Temperaturfeld in längs einer Richtung bewegten und zeitlich veränderlichen Be- 
reichen. Oesterr. Ing. Archiv 10 (1956), p. 155. 
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1. Ist A'nur örtlich variabel, also h = h(p), so erweist es sich als zweckmäßig, durch die 
Fouriertransformation mit dem Kern e'*? und nachfolgender Laplacetransformation die 
Bestimmungsgleichung für Q,(l) auf die Form 

En \ H,„, Ip) K(Yp) C„(P) 
a) + MO Typ) Kup) ” Ip Bp) Kılip) 


mit . 
2n 


2n i 
= 20: Co) = ET CmD eirrdp; Hu, — [hip) "9 dp 


0 

zu bringen. Unter sehr weiten Voraussetzungen über h und C ist das System vollständig regulär, 
so daß es durch ein Näherungsverfahren gelingt, dieses unendliche Gleichungssystem so aufzu- 
lösen, daß vermöge eines Satzes von Amerio auch für Q,(l) Näherungsausdrücke angegeben 
werden können. Nimmt man für h(p) nur einige Glieder der Fourierreihe, so reduziert sich die 
Matrix des Systems auf der Hauptdiagonale benachbarte Glieder, wodurch Q,(t) wesentlich ein- 
facher berechnet werden kann?). 

2. Ist Ah nur zeitlich variabel, also h = Alt), so ist die Auflösung der Bestimmungsgleichung 
für Q,(l) umständlich und es empfiehlt sich folgender Kunstgriff: Durch die Transformation 

t 


= EN (te) r Te 2 [1o) do 


wird r = 1 auf o = o(t) abgebildet und in der Randbedingung tritt ein konstanter Übergangs- 
koeffizient « auf. Im Ersatzproblem äußert sich der bewegte Rand durch eine wandernde Quell- 
verteilung. Die Bestimmungsgleichung für dieses q führt auf eine Volterrasche Integral- 
gleichung 1. Art, deren Lösung näherungsweise angegeben werden kann?). 

3) F. Selig, Wärmeübergang am senkrecht zur Strömung liegenden Zylinder. Erscheint demnächst. 

4) F. Selig und H. Fieber, Wärmeleitprobleme mit zeitlich variabler Übergangszahl. Oesterr. Ing. Ar- 
chiv 11 (1957), p. 37. 


Beitrag zur anisotropen gelochten Scheibe 
Von Gerhard Sonntag in München 


In der zunächst ungelochten Scheibe herrsche ein gleichmäßiger einachsiger Druckspan- 
nungszustand p. Ein kreisförmiges, elliptisches oder rechteckiges Loch in einer isotropen Scheibe 
(gemäß Bild 1, E, = E,) erfährt senkrecht zur äußeren Druckbelastungsrichtung an seinem Rand 


a En 
? 


en 


Bild 1. Homogene anisotrope Scheibe mit verschiedenen Lochkonturen 


im Punkt A eine tangentiale Zugspannung o,(A) = — p (für das rechteckige Loch in Annäherung). 
Bei einer homogenen, d.h. nur winkelabhängigen Elastizität der Scheibe führt diese Anisotropie, 
wenn der Hauptelastizitätsmodul E, und der Druck p gleiche Richtung haben, zu der Formel!) 


ah 
An Be era 


1) Lechnizki, DAC „Anisotrope Platten“, S. 100—108. OGIS, Staatstechn. Verl. 1947 (in russisch). Die 
mathematischen Ansätze und einige Formeln finden sich deutschsprachig auch in dem von H. Neuber übersetzten 


Buch von Sawin, G.N,, „Spannungserhöhung am Rande von Löchern“, VEB-Verlag Technik, Berlin 1956. 


5 er worin » 12: Breite des Stollens bedeutet. | N 
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Bild 2. Anisotropie durch Schichten wechselnder Elastizität und Höhe 


Solange die Reibungshaftung nicht überwunden wird und daher keine Verschiebung der 
Schichtränder gegeneinander. eintritt, kann die Scheibe als quasi-homogen angesehen und die 
Aufgabe nach den bekannten Formeln?) gelöst werden. Mit den Verhältniswerten: 


lm: Ei 
en a Er 
lauten die resultierenden Hauptelastizitätsmoduln E, und E, 
1 +% 1+Pßa 
— IT: 1 a 2 rk sh ern N. 3, 
Az ß+ te 11 1 1 en & I (4) 


Unter der Voraussetzung von Gl. (2) erfahren zwei benachbarte Schichten in Schichtrichtung an- 
nähernd die gleiche Dehnung. Zur Ermittlung der Spannung in den Punkten A (Bild 2), ist die 
Gl. (1) noch mit dem Verhältnis des örtlichen Elastizitätsmoduls Eı bzw. Eıı zum resultierenden 
Elastizitätsmodul E, zu multiplizieren. Damit folgt unter NERHEHÄNNE der Verhältniswerte 
Gl. (3) für die 


ae ER & AR pen 
Schichttype I HA p Ü+aMB ei, 
Schichttype I  &(A)u = — y 2 re (ON 


Für den konträren Grenzfall einer völlig aufgehobenen Reibung ließ sich eine Näherungs- 
lösung ableiten, wobei die Schichten als Balken unter Berücksichtigung ihrer Zusammendrückung 
behandelt wurden®). Die Ersatzbelastung des Lochrandes (um diesen lastfrei zu erhalten) und 
ihre geschätzten Reaktionsspannungen in der Umgebung des Loches lassen sich in Fourier- 
Reihen entwickeln und damit dieser Lösung zuführen. Die Rechnung ist für die gestellte Frage 
der Zugbeanspruchung im Scheitel o,(A) nicht sehr fehlerempfindlich; die Ergebnisse stehen in 


2) s. Fußnote !). 
3) Sonntag, G., ‚Die in Schichten gleicher Dicke reibungsfrei geschichtete Halbebene mit periodisch ver- 


teilter Randbelastung‘‘. Z. Forschung Ing.Wes. 1957, 8. 3—8. 
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guter Übereinstimmung mit spannungsoptischen Versuchen‘), wovon Bild 3 ein Muster zeigt. 

Die nach Bild 2 das Loch tangierende Schicht, und bei gemäß Gl. (2) vorausgesetzten niedrigen 
Schichthöhen auch die Nachbarschichten, erfahren eine Biegebeanspruchung der Größe 
wg | 

— 3 u Tu BSH MR 

Schichttype I olAr=# y3 p Gere Y; % 


Schichttype II 0,(A)ıı = 0,(A)ı'& ß 


Für Schichten gleicher Dicke (« = 1) aber beliebig wechselnder Elastizität sind die Gl. (7) und (8) 


bis auf den Faktor y3 identisch mit den Gl. (5) und (6). Man gewinnt daraus die Erkenntnis, daß 
sowohl für gleichartige Schichten (ß = 1) als auch für Schiehten wechselnder Elastizität (ß # 1) 


der Faktor 3 den Einfluß eines vollkommenen Abbaus der Haftung zwischen den Schichten be- 
schreibt. Da die Gl. (7) und (8) die Spannung aus einer Biegungsbeanspruchung herleiteten, in den 


Bild 3. Spannungsoptischer Versuch zu Bild 2. 
Die Isochromaten der Schichten lassen ihre Biegung 
erkennen 


Gl. (5) und (6) dagegen die Zugspannung auf einem ganz anderen Wege gewonnen wurde, sind die 
einander entsprechenden Gleichungen nicht völlig identisch. Der Nenner der Wurzel unter- 
scheidet sich in Gl. (7) in dem Glied «? ß gegenüber dem entsprechenden Glied a ß in Gl. (5). Für 
«=Z1lundß<1istin beiden Fällen die Schichttype I die höher beanspruchte. Der Einfluß des 
Unterschiedes im Nenner der Wurzel ist für diesen Fall im allgemeinen so gering (maximal 16% 
für = 0,5; ß = 1), daß dies vernachlässigt und überschlägig mit einer 1,7fachen Erhöhung der 
Zugspannung bei einer Überwindung der Haftung zwischen der Schichten gerechnet werden kann. 

Diese Spannung ist unabhängig von den Höhen der Schichten wenn diese klein gegenüber 
dem Stollenquerschnitt sind. Dagegen klingen die Spannungen um so langsamer ab je dünner 
die Schichten sind (s. Fußnote 3). 


*) Noch nicht abgeschlossene, spannungsoptische Versuche im Auftrag der Forschungsgemeinschaft „‚Streb- 
und Streckenausbau im Steinkohlenbergbau‘“. 


On the dynamics of a riıgid body in Riemannian spaces 
By Rastko Stojanowitch in Belgrade 


‚From the De Donder’s definition of a.rigid body in an n-dimensional Riemannian space 
V„') it follows that the components of the velocity of particles ot the body have to satisfy a set 


’ 


of Killing equations which admit r < 5 n(n + 1)?) sets of solutions Enll —=.1, 2, nu 


!) De Donder, Th., Mouvement d’un solide dans un espace de Riemann. Bull. Acad. Sei i 
(Classe des Sciences) XX VIII (1942), pp. 8—16, 60—66. - a A 
?) Eisenhart, L. P., Riemannian Geometry. Princeton Univ. Press (1949), p. 23. 
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in | a reihn 


are ER ofr Vetes) of Infikätesimal motions of the aan 


„in the V,„ considered. The number of ofthe EU) is equal 


heute 
atmen of aa of erben of the rigid body in V.. Narr 
üt Txl,...,2®; wu, .. rule ze and al, .. 


of ‚he velocity vector of the Bari of the BR are 
e; =&h(@) A®) Or (= ii ‚P). 


If 9; (x) are components of the fundamental metric tensor in V,„ and-if m, is dh mass of 
a particle M,@,) ofthe rigid body, the kynetic energy of the body is is 
ji da? da" 


= = (AND Ne 
& RLLEN A, dt di ’ 


where J,; are coefficients or inertia of the body: 


Jap = %,m, 9:;%,) &o(%,) Eio(&,) =23,m, Kul,) ? &o,) N 


Assuming thespace of configurations of the body to have the kynematical line-element 


d®—=2 Tdt, 


we e have that the space of configurations is ametricised group. space /‘, with the fundamen- 
tal tensor PR: 

h,, = JIuB A Ar BD 
the coordinates in J', are parameters of the group G,.. 

In the space of configurations, if A, are corresponding components of the generalized forces 
acting on the rigid body, the equations of motion are of the Lagrangeian type, solved for ge- 
neralized accelerations 
d2a* | 1 Be da. 
ek ee “A Asıllz a s 
di? u») dt dt Des (06 A 1 v > 
or, if we transform the matrix ||J,;|| to the diagonal form and introduce a set of pseudo-coordi- 
nates s’: 

ds! _ ander 

dt Fdbn, 
where A® are components of an r-tuple set of orthogonal congruences in I,:10 = Yu A@® the 
equations of motion of the rigid body in V, have a simpler form 


1 
rs Bi or 
Here y/, are Ricci’s coefficients of rotation with the values 
1 2 
an 7 2 (Ji mp Er Ju Guy ehe GC, (Ji Ju en: 
2° are components of the generalized forces and C, „, are constants of structure of the group of 


motions G, in V,. 
3) Lie, S., Vorlesungen über die kontinuierliche Gruppen, Teubner, Leipzig 1893, p. 376. 


Bemerkung zur Form eh Bewegunssgleichung 
eines mechanischen Empfängers 
Von Wolfgang Ullmann in Jena 


Als mechanischer Empfänger wird der mit dem Gestell und dem Gehänge eines Schwingungs- 
messers vorgegebene Mechanismus bezeichnet. Das Gehänge ist ein Massensystem, das in dem 
starren Gestell „aufgehängt“ ist und bei gewissen-periodischen Gestellbewegungen Schwingungen 
um eine stabile Gleichgewichtslage ausführt. Besitzt das Gehänge relativ zum Gestell nur einen 
Freiheitsgrad, so lautet die allgemeine BE MRENN NG des mechanischen Empfängers!) 


05— N, )—M Xi(g) T,() — — Ti) ud) or) +2 MW); =0...(). 


1) W. Ullmann, Zur Klassifikation der hohe Schwingungs- oder Erschütterungsmesser. Beitr. 
Geophys. 65, (1955) 91—108, Nr. 2. 


Tele Aa are respectiviy > Se of Eosrinaeect Inh. 
(@s being the coordinates rigidly connected to the body) and parameters of the group G@,, it is 
easily obtained from the first Lie’s theorem on the transformation groups?) that the Bompanenis 


ve ’ u - 


"Die generalisierte Koordinate q ist so gewä 


tist der Zeitparameter, M die träge Masse des 


tensor des Gehänges bezüglich eines bestimmten gestellfesten ezug ‚Wie 
gibt die resultierende Flächengeschwindigkeit des Gehänges in bezug auf Ran. Die ten DE 
Übertragungsfaktoren X‘, Ti,, W; sind mit den vektoriellen Störungsgliedern Ti, Bis Di 
multiplikativ verknüpft. Die Beschleunigung von R wird durch den Vektor 7; beschrieben, so daß 


{ 


= 


Ti) = g — 7; die während der Gestellbewegung in R wirksame Komponente der Schwerbe- 


schleunigung 9; dargestellt. @;(f) zeigt die Drehgeschwindigkeit, also o; die Drehbeschleunigung 
des Gestells an. | , 
Die Bewegungsgleichung (1) nimmt die Form | 
it d=Fbd N 
an. Sie wird stattdessen oft in der Gestalt 


9.2 10,0, Rollen a a ee (2) 
angesetzt. Dieser Ansatz trifft gewiß dann zu, wenn das Gehänge nur sehr kleine Auslenkungen 
aus seiner Gleichgewichtslage erfährt. Anderenfalls ergibt sich die Frage, für welche Gehänge- 
konstruktion die notwendige Bedingung on 
OF, N) _ 


oq h 


oder ausführlich : N 
Xi(g) = const, Tir(q) = const, "WAg)>> const, (3) 


exakt erfüllt ist. | 

Im Fall eines starren Gehänges ist die Bedingung (3) unerfüllbar, d. h. das starre Gehänge 
führt rheonichtlineare Schwingungen aus. Dieser das bekannte Beispiel des physischen Pendels 
mit oszillierendem Aufhängepunkt einschließende Sachverhalt läßt vermuten, daß auch kein prak- 
tikabler mechanischer Empfänger existiert, dessen Gehänge sich aus mehreren starren Teilen zu- 
sammensetzt und die Bedingung (3) erfüllt. Tatsächlich findet man diese Vermutung für eine 
große Mannigfaltigkeit von Gehängeanordnungen bestätigt, die insbesondere jede praktisch 
bedeutsame Gehängestruktur einbezieht. Es zeigt sich, daß die Bedingung (3) die Existenz genau 
eines gestellfesten Punktes R impliziert, bezüglich dessen 


Ta)=0,  Wi@=0 
gilt, wodurch sich die Bewegungsgleichung (1) auf 
04 —- N) — MX) Ti) = 0 
reduziert. Für den gebräuchlichen Ansatz (2) ist also bei jedem praktikablen Empfänger die 


Spezialisierung der Gestellbewegungen und die Beschränkung auf sehr kleine Gehängebewegungen 
nicht nur hinreichend, sondern sogar notwendig. 


Auswanderungserscheinungen eines Horizontalpendels 
mit Schraubenfederrückstellung | 
Von F. Weidenhammer in Karlsruhe 


Drehschwingungsfähige Systeme wie Schwingweggeber oder Drehspulsysteme in elektri- 
schen Meßinstrumenten können unter der Wirkung von Erschütterungen sehr hoher Frequenz zu 
Schwingungen erregt werden, die nicht mehr die statische Ruhelage als Mittellage besitzen. Da 
in einem solchen Falle eine Fehlanzeige entsteht, bezeichnet man das Gerät als „ausgewandert“. 
Derartige Erscheinungen hat man meist am Modell des erschütterten Schwerependels [1] studiert. 
Neuerdings wurden auch Drehschwinger mit Federrückstellung behandelt [2], wobei allerdings 
von den Trägheitseigenschaften der Feder abgesehen wurde. In der folgenden Rechnung sollen 
die Schwingungseigenschaften der Rückstellfeder näherungsweise berücksichtigt werden, wozu 


ae das der Rechnung zugrunde liegende Modell auf zwei Freiheitsgrade erweitert werden 
muß. 


en, 
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Zu dem Zweck wird der in Bild 1 gezeichnete Drehschwinger mit einer Schraubenfeder- 
rückstellung betrachtet. Die Federn folgen dem Hookeschen Gesetz mit den Federkonstanten c 
und ihre Massen seien in m konzentriert. Das System habe den Drehschwingungsfreiheitsgrad & 
und die translatorische Koordinate g für die Federschwingungen. Die Federvorspannungen und 
die Zählung der Koordinate q seien so gewählt, daß 9= 0 und q= 0 genau die statische Gleich- 


gewichtslage beschreiben. Mit der Drehmasse J, der Masse M und dem Schwerpunktabstand s 
des Drehschwingers lautet das kinetische Potential bei vertikaler Erschütterung 


nie, M. = ei : 
bp + 5 W®+sM eospgü+ z d + WW —mgg—Mgssing 


€ N a de a 
z| c DIR >\7 Arte \ a 


wenn man genähert den Weg des Federfußpunktes als auf der Tangente der Kreisbahn bleibend 
ansieht. Über die Lagrangeschen Gleichungen erhält man aus (1) die gekoppelten nichtlinearen 
Differentialgleichungen 


IE EL SIND GIF. COS GI SSH COSDIn en NN, 
MOB denen ars har a3 Shen) 


zur Beschreibung der erzwungenen Schwingungen. Aus diesem System erhält man mit m=0 
die Einzelgleichung 


Jg’ +, singeosp = -sM oospü 


für die dann allein verbleibenden Drehschwingungen bei vernachlässigter Federmasse. Für 
m +0 darf man also die Gl. (2) und (3) als eine durch Mitberücksichtigung der Schwingungs- 
eigenschaften der Federn verbesserte Formulierung des Schwingungsproblems ansehen. 

Mit rein harmonischer Erschütterung u(f) = u, cos wt, der Zeitzählung = ot und der 
dimensionslosen Federkoordinate x = g/r erhält man aus (2), (3) die dimensionslosen Schwin- 
gungsgleichungen 


oO FoFrsin2E—20F 265 —ECST nel. 2. ed), 
& 
x’ 5 sing N ee eher), 


in denen & und v e die mit der reduzierten Pendellänge ! und dem Anlenkradius r gebildeten rela- 
tiven Erregeramplituden 


sM ı Ug 
e=Uy Faso ve=- 


n, h (6) 


bezeichnen. Ferner sind &, und «, die Frequenzverhältnisse, die sich aus den Eigenfrequenzen 
@®r (für m = 0) und w,, (für @ = 0) mit der Erregerfrequenz o bilden lassen: 


r »2 n 
2! wie Sr 
# ee R Om m (7) 
AF Ze Km = —ıaı = . . 
DM we w* w* 


Bei den in der Technik vorkommenden kleinen Amplituden u, ist stets e< 1. Ferner treten 
Auswanderungserscheinungen bei hohen Erschütterungsfrequenzen auf, so daß o> Om 
©> w,„ und damit sind auch die Frequenzverhältnisse &7, &, kleine Parameter. Dieser 


R Z. angew. Math. Mech. ; 
988 B. Mechanik Bd. 37 Nr. 7/8 Juli/Aug. 1957 


Sachverhalt legt die näherungsweise Lösung der Gl. (4) und (5) durch Störungsentwicklung nahe. 
Setzt man zu dem Zweck mit den noch unbekannten Mittellagen 9, und %, 


od) = 9 + Pr), 2=%+ X) 
an, so folgen aus (4) und (5) für ®(r) und X(r) die Schwingungsgleichungen 
D’ +osdsin2gp, +2c0s2mD+''')— 207 (ko +X) (os, —siny®+''') 


— Ec08T(oSsy —inMDdD+:")=0I...:.v er... 0. (4,1), 
2 - 

X’ — Z6in go +05 D+ Haha + N—resT=0 2... 22.2: 
wenn man um die Mittellagen g, und x, entwickelt. Als erste Näherungen findet man daraus zu- 
nächst die überkritischen erzwungenen Schwingungen D = — & cos r 08 9, und X — — & YcoSsT. 
Damit hat man die Näherungslösungen von (4,1) und (5,1) 

9 = 9 — EC0ST COS Po Re —WECOST. en 


wenn man noch die Mittellagen p, und x, aus den zu (4,1) und 65,1) gehörenden beiden Gleichungen 
für die nullten Fourier-Koeffizienten berechnet: 


sin 2 0, Che ee 2 ED 
IE sin ee ee RE (5,0). 


Wenn die Erschütterung nicht so spezielle Werte von Frequenz und Amplitude hat, daß 2 07 =? 
wird, so findet man als Lösungen dieser Mittellagengleichungen zunächst die Werte 9, = 0 und 
tu = 0, welche den Schwingungen um die statische Ruhelage als Sollage entsprechen. Ferner 
entnimmt man den Gl. (4,0), (5,0) aber auch die Lösungen 9, = + r/2 und , = + 1/2. Zu 
diesen ausgewanderten Mittellagen gehören Schwingungen, bei welchen der Drehschwinger völlig 
in die Erschütterungsrichtung hineingezogen wird. Zur Berechnung dieser Schwingungen im 
einzelnen ist allerdings das verwendete einfache Modell (Bild 1) mit dem Ansatz (1) nicht mehr 
geeignet. Hingegen kann die wichtige Frage beantwortet werden, bis zu welchen Erschütterungs- 
intensitäten die Schwingungen um die Sollagen @, = x, = 0 stabil sind. 

Zur Entscheidung dieser Stabilitätsfrage wird die Methode der kleinen Schwingungen her- 
angezogen. Mit + v, und x + vo, werden aus (4) und (5) bei Beschränkung auf lineare Glieder 
in v, und v, die Stabilitätsgleichungen 


vi + (2opc0s2P +2orrsinpg+ ecostsing)yn —20oFcsp,—=0. . (9), 
2 


0 PD, +0, — 0 a 
hergeleitet. Mit den aus (8) näherungsweise bekannten und auf ihre Stabilität zu prüfenden 
Schwingungen o(7) und x(r) lassen sich die Koeffizienten von (9) und (10) entwickeln, so daß man 
ein lineares homogenes Differentialgleichungssystem mit periodischen Koeffizienten erhält. 
Speziell für Schwingungen um die statische Ruhelage 9, = x, = 0 als Sollage findet man 


[2 
Va) —= 


€&2 ei 
ot + (205 eos 2r)n 20-0. 2 ee LE 
2 Dr 2 0 
n zu tm = ER ee re RO 


wenn man nur die Glieder niederster Ordnung beibehält. Um dieses System in die von E. Mett- 
ler [3] in anderem Zusammenhang untersuchte Gleichungsform 


vy +20, + 8608217 (Fıdı, + Fa) =0 a a En (11) 
VD. +40, + 800827. (HD FD.) = Us re (12) 


überzuführen, hat man (9,0) und (10,0) einer Hauptachsentransformation zu unterwerfen. Zu 
dem Zweck sind die Wurzeln x?, x2 von 


4 [€ 2 e* 2 2 &* 
“"— (20 —— + 0m Homo 5 m = 0 
aufzusuchen. Nach den Wurzelsätzen ist 
2 
5 2 
DD 2 € 
He (a2), Fre 24 m Re CE) 


® 717 
L< 2 e* 7 . >» 


une komplexe Werte für ” »3 sind nicht möglich. Unbegrenzt anwachsende Lösungen von (11), 
5 (12) sind nach dem Floquetschen Theorem gemäß [3] bei den speziellen Werten { 
e- | | n=P, M=Pp, 4t+%=2p für p>0, ganz 

| möglich. Diese ganzzahligen Werte kommen hier jedoch wegen der Kleinheit von x, und x, 
nicht in Betracht. Dagegen zeigen die Gl. (13) an, daß negative Werte der Wurzeln x7, #3 mög- ze 
lich sind, so daß nach W. Haacke [4] auf diese Weise instabile Lösungen der Gl. (11) und (12) eo 
erzeugt werden. Und zwar kann dieser Fall eintreten, wenn 5 


/ &> Yao. oder WE > Jan ı 208 
ist. Der erstgenannte Wert | | 


u, Om 
Susan 


gibt die kleinsten Werte von Amplitude u, und Frequenz » der Erschütterung, welche zur Aus- i Fe 
_ wanderung der Schwingung aus der statischen Sollage führen. Der zur Auswanderung erforder- + 
liche Betrag von u, läßt sich also über ; 


RS VORSRONT AR 4 unsre (14) ae 

je % va 

u aus der reduzierten Pendellänge ! des Drehschwingers und seiner Eigenfrequenz w,„ unabhängig 2 
9 von den Daten der Schraubenfeder berechnen. Tatsächlich ist, (14) genau ein Ergebnis der ge- Be 
% nannten Theorie [2] der Auswanderungserscheinung ohne Berücksichtigung der Schwingungs- 3 


eigenschaften der Rückstellfeder. Überdies erhält man (14) auch aus der vorstehenden Rechnung, 

wenn man die Federmasse vernachlässigt (m = 0). Die Trägheitseigenschaften der Feder führen 

also hier nicht zu einer Begünstigung der Auswanderung der Schwingungen aus der Sollage, was 
E- im Gegensatz zu dem obigen Ergebnis vielleicht vermutet werden konnte. 


i [1] Vgl. die zusammenfassende Darstellung von K. Klotter, Technische Schwingungslehre, 2. Aufl., S. 376, 
Berlin 1951. Ferner: K. L. Stellmacher, Z. angew. Math. Mech. 34 (1954), S. 105. 

3 [2] F. Weidenhammer, Ing.-Arch., im Druck. 

2 [3] E. Mettler, Ing.-Arch. 17 (1949), S. 418. 

- [4] W. Haacke, Math. Z. 57 (1952), S. 42. 
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Die Schubverzerrung in Schalen 
Von E. Weinel in Jena 


Die Diskussion über die Randbedingungen der klassischen Platten- und Schalentheorie ist so 
alt wie die Theorie selbst. Die Reduktion der fünf Poissonschen Randbedingungen auf die vier 
Kirchhoffschen war dabei nur ein Weg, die Unvollständigkeit der klassischen Theorie zu ver- 
decken. Gestützt wurde die Kirchhoffsche Theorie durch die Untersuchungen von W. Thom- 
son und P. G. Tait, [1], die nachwiesen, daß bei Ersatz der Randtorsionsmomente durch eine 
4 statisch gleichwertige Querkraftverteilung merkliche Störungen des Spannungszustandes nur in 
j einer schmalen Randzone eintreten. Anders ausgedrückt: Der Einfluß der — in der klassischen 
Theorie vernachlässigten — Schubverzerrung klingt vom Rande her schnell ab. Diese Tatsache wurde 
i in der vervollständigten Platten- und Schalentheorie von E. Reißner, [2], H. Hencky [3] und 
t M. Schäfer [4] qualitativ bestätigt und quantitativ berechnet. 

Da der Einfluß der Schubverzerrung vom Rande her schnell abklingt und andererseits bei 
technischen Schalenproblemen die Randbedingungen vielfach nur schlecht definiert sind, wird 
man auch bei Schalen in der gleichen Weise mit einer summarischen Berücksichtigung der Schub- 
verzerrung auskommen, wie man das für die ebene Platte bei H. Hencky [3] ausgeführt findet. 


A UN Sal Zn 


nn alu 2 


1. Die potentielle Energie der Schalen 


Bezeichnen e,; die Dehnungen, k,; die Biegungsverzerrungen und y, die weiter unten defi- 
nierten Schubverzerrungen als Funktionen der Flächenkoordinaten x* auf der Schalenmittelfläche, 
so wird die auf die Flächenelemente bezogene Verzerrungsenergie a definiert durch 


1 


1 1 
a= 5 DePot age + 5 BR Kapkan + CP Yarı En 


19 
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Dsßes und Brfee sind Dehnungs- und Biegungssteifigkeit als Tensoren vierter Stufe, C*P die 


Schubsteifigkeit als Tensor zweiter Stufe. 
Für Längskraft NP, Biegemoment M°® und Querkraft Q* hat man 


= da Hs 
Near 2 ang Dt MP — —— Bs»Pe Ko 


O4 Ok l r 9 


Bezeichnen u®, w die Verschiebungen und Y,„ die kovarianten Flächenableitungen, so haben die 
Verzerrungen e,; und k,; die Gestalt 


ER BEE EEE EEE EEE EEE 


1 Le 
= 5 Weit Van) — bw, kV VYpw— 5 Wuya + Vayı) ... B). 


b„s ist dabei der Haupttensor der Schalenfläche. 

Die Schubverzerrung y, als Flächenvektor wird dabei folgendermaßen eingeführt: Es wird 
angenommen, daß die Flächennormale bei der Deformation in eine Gerade übergeht, die aber im 
allgemeinen nicht mehr Normale der verformten Schalenfläche ist. Dann ist y, d£ definiert als 
die Prokjetion eines Linienelementes d£ der Flächennormalen (der unverformten Schale) auf die 
Tangentialebene der verformten Schalenmittelfläche. (Abb. 1). 


Normale der 


Unverformten M 
Schalenfläche A er er 
7 J chalenflöcke 


Bild 1. Definition der mittleren Schubverzerrung y,,. 


Sindan einem Teil S' des Schalenrands S die Randkräfte dN*°, dQ und das Randmoment dM?° 
vermöge der Randbedingungen gegeben, so hat die potentielle Energie U der Schale die Form 


U E (da— u, p% — up). dt za (u, dN® + wdQ) + (y, — V, w) dM® . (4) 


p°, p geben die auf die Flächenelemente bezogene Belastung der Schalenfläche an. 


2. Die Gleicehgewiehtsbedingungen 


Aus der Gleichgewichtsbedingung öU — 0 folgen dann unmittelbar die Differentialglei- 
chungen 


7, NP +p=0 


3 Qi by NE DO 
Vs Msß us 0° = 0 


mit fünf unabhängigen dynamischen Randbedingungen auf S’ und der gleichen Anzahl kinema- 
tischer Randbedingungen auf S — S’. t 


3. Die Versehiebungsdifferentialgleiehungen der Schale 
In der klassischen Schalentheorie wird die Querkraft in der Form 


Q* = — V,.BePfee y, V,w A a Rn KR u) 


eingeführt. 
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In einer vervollständigten Theorie wird man setzen 
PO E w ) 


wobei y, eine noch zu ermittelnde Zusatzfunktion ist, die wegen 0° — Cr? ys mit der Schub- 
verzerrung y; in engem Zusammenhang steht. 
In der Gleichung (1) für die Biegeverzerrung k,,, die mit Gleichung (7) die Form 


| en ae 
Kup = VaVsw— SV. C9.Q® + 95 C,,0%) — 5 Ya vs + Vx yo) 


erhält, wird man das zweite Glied gegen das erste vernachlässigen dürfen. Das vernachlässigte 
Glied hat die Größenordnung: A?x vierte Ableitungen von w. Da die vierten Ableitungen von w 
im allgemeinen von der Größenordnung: (1/hR) x zweite Ableitungen von w sind, ist also das ver- 
nachlässigte Glied gegenüber dem ersten von der Größenordnung (h/R), wobei R von der Größen- 
ordnung der Krümmungsradien der Schale ist. 

Erlaubt man sich also die plausible Vereinfachung 


| 1 | 
Kp=V.Vzw— ZW ya + Va y) I DEI ra DET (9), 


so erhält man aus den Gleichgewichtsbedingungen (5) in Verbindung mit den Gl. (1), (2) und (9) 
die Verschiebungsdifferentialgleichungen 


Re. (8) 


V, D’feey u, —V,DPw+p=0 ION 
Va Vs 2% V,9,.w+ Dwv— Dry, —p=V,Cy ee): 
V, BR 7 y,— Ch y = 0 Corner E20 
BEIDE Die. und) In Du Deferb, be. 
4. Die homogen-isotrope Schale 
Im Spezialfall der homogen-isotropen Schale ist 
Dres ah Hefeazu  Befee 2 3 ER; DESINBEITRANNEILS) 


mit 
Eürs: 6 girgi + gg + wg 
1—2» 


Nach Einführung des Vektorpotentials y vermöge des Ansatzes 


[ser] 00. 0.20i 


(15) 
. (16), 


ergeben sich dann die Gleichungen 


DrPe 7,97, — Dr, w+p=0 
Baby, Ve VW; FR; =-Dw —- De V,.ig—p=0 


und für y erhält man die Differentialgleichung 


Ne De ee era rain yor 


Gl. (15) und (16) sind die Verschiebungsdifferentialgleichungen der klassischen Theorie, Gl. (17) 
ist ihre Vervollständigung bei Berücksichtigung einer mittleren Schubverzerrung. 


[1] W. Thomson u. G. Tait, Treatise on natural philosophy (1867). 
[2] E. Reissner, ‚‚On the Theory of Bending of Elastie Plates“ J. Math. Phys. 23 (1944). 
E. Reissner, ‚‚On Bending of Elastie Plates‘“ Quart. Appl. Math. 5 (1947). 
[3] H. Hencky, ‚Über die Berücksichtigung der Schubverzerrung in ebenen Platten‘ Ing.-Arch. 16 (1947). 
[4] Hildebrand, E. Reissner und G. B. Thomas, Notes on the Foundations of the Theory of Small Displace- 
ments of Orthotropic Shells. National Advisory Committee for Aeronautics. Techn. Note No. 1833 (1949). 
[5] M. Schäfer, ‚‚Über eine Verfeinerung der klassischen Theorie dünner schwach gebogener Platten.“ Z. angew. 
Math. Mech. 32 (1952). 
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Das Elastizitätsgesetz des verwundenen Stabes 
Von E. Weinel und W. Wallisch in Jena 


Es ist bekannt, daß bei schnell umlaufenden Schaufeln (z.B. von Axialverdichtern in 
Strahltriebwerken) die nach der Kirchhoff-Clebschschen Stabtheorie berechneten Eigen- 
frequenzen erheblich von den beobachteten Werten abweichen. Die Vermutung, daß rotatorische 
Trägheit und Coriolis-Kräfte dafür voll verantwortlich seien, hat sich nicht bestätigt. Hingegen 
hat es sich gezeigt, daß eine durch die (spannungslose) Vorverwindung bedingte Kopplung 
zwischen Längsdehnung und Drillung erheblichen Einfluß gewinnen kann, wenn für-die Stab- 
querschnitte eine Abmessung klein ist im Verhältnis zur anderen. Diese Kopplung ist rein 
statischer Natur und tritt auch beim nichtrotierenden Stab auf. 


Bild 1. Element eines verwundenen Stabes 
Bezeichnungen: 


N Längskraft M Drillmoment 

w Längsverschiebung 9 Drillwinkel 

F Querschnittsinhalt Jd Moment der Drillsteifigkeit 

E Blastizitätsmodul G Schubmodul 

2 Längskoordinate Jp polares Flächenträgheitsmoment 


y Vorverwindungpro Längeneinheit. 


Symmetrischer Querschnitt: 
Die Kopplung zwischen Längsdehnung und Drillung hat für den geraden, von Hause aus 


verwundenen Stab mit symmetrischer Querschnittsgestalt (Bild 1) zur Folge, daß an die Stelle 
des Elastizitätsgesetzes des prismatischen Stabes 


2 
N=EFZ, M=61 
zu setzen ist 
na ÜD- niemnene 2 
N = E F Fr} + 2 Y G (J5 = Ju) öz 2 
j 3 ow , 0 
M=2y6C(, I + Malz 


Dabei sind unwesentliche, von der Querkontraktion herrührende Terme weggelassen. 

Bei Zugrundelegung dieses Elastizitätsgesetz erhält man z.B. für einen vorverwundenen 
Stab konstanter Querschnittsgestalt folgendes gekoppeltes Differentialgleichungssystem der 
Längs- und Torsionsschwingungen: 


OD d rw 

" 2,6 % = 

Fon + Eee nl 
an) ed 0 

5 EIS SO 4 A) 

2y6G(J, J,) ERS GJı I 0J, Fra 0; 


(o Massendichte, Z Zeitkoordinate). Setzt man voraus, daß eine Querschnittsabmessung (a) groß 
gegenüber der anderen (A) ist, so ergeben sich für die Eigenfrequenzen eines einseitig eingespannten 
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Stabes der Länge L folgende Werte: 


Iren : 2n—1ı/E 1920 
Längsschwingung: = Al Ale 222) 
8 gung BT Vel+4rt 
la ann 
2n—11/G ı/Ja SA 
Torsionsschwingung: », = / % Au Ber ) 
ee ira Ten: 
Bei einem ellipsenförmigen Querschnitt mit den Halbachsen a und Ah ist näherungsweise 
Zap le De 
nei, BUN 


und man erhält z.B. bei einem Abmessungsverhältnis von 
Bess Be 


und einer GesamtverwindungyL = 5 eine durch die Vorverwindung hervorgerufene Abänderung 


der Torsionseigenfrequenzen von rund 16%. Dieses Ergebnis steht in Widerspruch zu der ge- 
legentlich in der Literatur anzutreffenden Behauptung, daß ‚‚die Torsionsschwingung eines be- 
liebig starken verwundenen Stabes bis auf kleine Größen höherer Ordnung mit der Torsions- 
schwingung eines Stabes mit parallelen Hauptträgheitsachsen aller Querschnitte übereinstimmt‘). 

Unsymmetrischer Querschnitt: 

Weist die Gestalt des Stabquerschnittes eine Unsymmetrie bezüglich einer Hauptträgheits- 
achse auf, so sind bei einem vorverwundenen Stab auch Drillung und Biegung miteinander ge- 
koppelt, und das Elastizitätsgesetz des prismatischen Stabes ist einer entsprechenden Modi- 
fikation zu unterwerfen. 

Man gelangt zu dem oben angegebenen Elastizitätsgesetz durch Integration der dreidimen- 
sionalen Grundgleichungen der Elastizitätstheorie im Sinne einer Theorie erster Ordnung unter 
Beachtung der besonderen Gestalt der Mantelfläche eines verwundenen Stabes. Der Unterschied 
gegenüber dem Vorgehen der Kirchhoff-Clebschschen Stabtheorie liegt im wesentlichen darin, 
daß diese die Verwindung eines Stabes lediglich hinsichtlich der Lage der Hauptträgheitsachsen 
berücksichtigt. 

Eine ausführliche Herleitung des Elastizitätsgesetzes des verwundenen Stabes sowie eine 
Untersuchung weiterer dadurch hervorgerufener Effekte (insbesondere bei rotierenden Stäben) 
wird in einer vom zweitgenannten Verfasser beabsichtigten Arbeit veröffentlicht werden. 


1) Siehe z.B. H. Reißner, Ing.-Arch. 4 (1933), S. 564. 


Einfluß kleiner Änderungen der Randbedingungen auf die 
Grundtorsionseigenfrequenz eines einseitig eingespannten Stabes 
veränderlichen Querschnittes 
Von H. Wittmeyer, Svenska Aeroplan AB (SAAB), Linköping, Schweden 


Die Grundtorsionseigenfrequenz des in Bild 1 dargestellten Stabes soll berechnet werden. 
Dabei seien ©, und C, sehr klein und außerdem entweder ©, oder C, sehr groß, so daß die Grund- 
torsionseigenfrequenz /7 ı dieses Stabes sich nur wenig von der als bekannt vorausgesetzten Grund- 
torsionseigenfrequenz /rı des bei x = O0 eingespannten und bei x = ! freien Stabes unterscheidet. 
Falls diese Frequenzen mit den dimensionslosen Frequenzbeiwerten ß7.ı und ßr, in der Form 


(G Ivo Sepp 
frı = Prı : V 2 Irı = Prı 7 \ 5 (Index 0 = Wert für =0) 
0 0 


dargestellt werden, so ist die betreffende Aufgabe gelöst, falls 
Abrı = Brı — Prı 


berechnet ist. 
Zur Lösung dieser Aufgabe wird (in etwas erweiterter Form) die Methode benutzt, die der 
Verfasser in [2] entwickelt hat, und die man die „Methode der optimalen Störungsrechnung“ 


nennen könnte, 
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Eine gewisse Erweiterung dieser Methode ist nötig, damit der Eigenwert .des Variations- 
problems mit natürlichen Randbedingungen (Stab nach Bild 1) durch den entsprechenden Eigen- 
wert eines Variationsproblemes mit einer geometrischen Randbedingung (Einspannung beir — 0) 
im Sinne einer Störungsrechnung angenähert werden kann. Hierbei erweist es sich als wesentlich, 
daß in der genannten Methode neben dem Drehwinkelg auch das Drehmoment Kg’ als unab- 
hängige Funktion eingeführt wird. 


Ce | Dd | 5 2 
4 | 
X-0 A=l 


Bild 1. Der Torsionsstab mit allgemeinen Randbedingungen. 


neh Einzelmassenträgheitsmomente, 


@x) = Massenträgheitsmoment je Längeneinheit, sämtlich bezogen auf die 
Stabachse. . . 

ee — Torsionsfederkonstanten (Moment per Winkeleinheit im Bogen- 
maß). 

K(x) = @Jm = Torsionssteifigkeit. 

G = Schubmodul. 

t = Zeit. 

® = g(x) sin ot = Verdrehwinkel. 

@ — Kreisfrequenz. 


Führt man folgende Abkürzungen ein: 


a Ole Ma Ce ee re 
wo TR indleo@n, 
er 9, 

= E il rl, 13 (0) eo =13 
9, I OB Jrı 7-1 1 lv=1 

; I 
fi 1%) GJa1 /’o 

u de RN ent 2 an BE en a 
m)", Ver, Ye, RES: = 

Be 85 ; PTR ey Br 
8 m = 1130 +68) 


b = 677,/(La+8,7)° mit Le — 070 Re mach IE 2 en 
so ergibt sich: 


Fall:,>1,C,>1,d.h. der Stab wird bei x = 0 durch eine starke Verdrehfeder kleinen 
Trägheitsmomentes gehalten, 


A 3 = Zn 
au =G6h— 9, I > Kl VEBLZ 244 


, FallII:g,<1,0,>1,d.h. der Stab wird bei x = 0 durch ein weich gefedertes, großes 
Trägheitsmoment gehalten, 


, TEE LO 


Die in (1) vorkommenden Integrale und die in (2) vorkommende Konstante k sind bereits 
von der vorausgesetzten Berechnung der Frequenz fr nach [1] her bekannt. 
Beispiele zeigen, daß diese Formeln mit einem Fehler von höchstens 2%, angewandt werden 


können, falls 9, und en den Wert 0,15 nicht überschreiten und C,, Oz! nicht den Wert 0,5. Wo 
ein Vergleich möglich ist, sind diese Formeln dann genauer als Dunkerleys Formel, und zwar 
insbesondere für stark verjüngte Stäbe. 


i Anmerkung bei der Korrektur: Eine ausführlichere und noch erweiterte Fassung der Arbeit erscheint dem- 
nächst in ‚‚Forschu 


ıng auf dem Gebiete des Ingenieurwesens“, 


]#ER Wittmeyer, Ein einfaches Verfahren zur näherungsweisen Berechnung sämtlicher Torsionseigenfre- 
E Quenzen eines Stabes veränderlichen Querschnittes, Ing. Arch., Bd. 20 (1952), S. 331-336 ‘ 
[2] H. Wittmeyer, E i 
Balkens ungleichförmigen Querschnittes, sowie .der Ei ähnli jati 
TSC ‚es, te ähnl 
ee Ke BE genwerte ähnlicher Variationsprobleme. Z. angew. Math. 


infache angenäherte Berechnung der Biegeeigenfrequenzen eines einseitig eingespannten - 


a a a re 


en 
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C. STRÖMUNGSLEHRE 


Zur Ausströmung bei Drallgeräten 
Von W. Bader in Berlin-Lichtenberg 


Die Beurteilung der Arbeitsweise technischer Drallgeräte (Feuerungs- und Entstauber- 
zyklone) wird durch die hohe Zahl der auftretenden Parameter geometrischer und physikalischer 
Natur erschwert. Im folgenden sei w die Geschwindigkeit, p der Druck, T die Temperatur, o die 
Dichte, c, die spezifische Wärme bei konstantem Druck, x der Adiabatenexponent des Gases; 
F bezeichne einen Querschnitt, m, die Masse je Zeiteinheit der eingeblasenen Frischluft, e m, die 
bei der Gleichdruckverbrennung zusätzlich erzeugte Gasmasse je Zeiteinheit; ferner bedeuten 
2, T,p die Zylinderkoordinaten, a den Radius des Austrittsrohres, R, den Wirkradius des Zyklons; 
die Indizes ‚‚e‘‘ beziehen sich auf den Zykloneintritt, „a“ auf den Zyklonaustritt, ‚k“ auf den 
Kern, ‚00° auf den Ruhezustand, „max“ auf die Höchstgeschwindigkeit. Für den Betrieb des 
Modells (Bild 2), das den Überlegungen zugrunde liegt, wurde angenommen, daß auch überkri- 
tische Druckverhältnisse auftreten Können. 

A. Bei reibungsfreiem Medium folgt unter vereinfachenden Annahmen aus Kontinuität, 
Drall- und Energiesatz für die Potentialströmung im Austrittsrohr 

Se Ve ee 


Wnaz ß? la 0, Woner 1; 
Hierbei ist $ durch die transzendente Gleichung 


n—3 


F, 0 , Wmar Zn —1 YR®—1 —1(f&)— I&)), 


ee a 
€ 
fo = u -— Eye, 


-1 
P: a[ Pa Es IE ei 1 = E Ad Wmas 
Si ( au e , er ß R, w 


e 
bestimmt; hieraus folgt für To > T, GEN 


1 F w 
ee | 1 u £ u 
2 | 2 ( 1 2 BR = Ts 


Wr 2g c, T er in; [pe] k 
max Pa 3 Do, 


== 


r/a 


Bild 1. Potentialströmung im Zyklonausflußrohr. 
Fer R3 = 0,05; R,/a = V19; Te = 300° K; cp= 0,24 kcal/kp grd 
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Der Kernradius ist durch 
T; Dr m, 
R, Et +E Was 


Pre 


le 
gegeben. Obwohl 1 <ß < (ee) gilt, ist bei der Bestimmung von w die Vereinfachung 


ß = li.a. unzulässig; dies gilt vor allem in Wandnähe. Bessere Übereinstimmung liefern die in 
- B) angegebenen Geschwindigkeitskomponenten. — Für r, ist ö = li. a. ausreichend; beachtens- 
wert ist innerhalb gewisser Grenzen die geringe Abhängigkeit von a. Den Einfluß der Beimengung & 
und des Druckverhältnisses auf die Strömung zeigt Bild 1. Der Wert von M* am Kernradius ist 
nur durch das Druckverhältnis bestimmt. 

B. Beim Eintritt in den anschließenden Feuerraum muß wegen des dort herrschenden 
Unterdruckes eine Expansion des Gases einsetzen, die mit einer Querschnittserhöhung verbunden 
ist. Im Bereich M* > 1 dürften daher gefächerte Verdünnungsflächen auftreten, die nach ihrer 
Reflexion am Kegel M* = 1 als zusammenlaufende Verdichtungsflächen bei ihrer gegenseitigen 
Durchdringung und entsprechender Umlenkung unter Umständen zu Verdichtungsstößen führen 
können. 

Der Einfluß der Zähigkeit an der festen Zyklonwand und am freien Rand des Kernes ist 
in Bild 2 schematisch wiedergegeben. Die Verstopfung des Zyklonmauls durch Gasmassen, die 


Bild 2. Schematische Wiedergabe der Grenzschichteinflüsse auf das Strömungsbild im Ausflußrohr. 
AB: Potentialströmung ohne Grenzschichtwirkung; 
A,SB,: Geschwindigkeitsverteilung infolge der Verdrängungsströmung am Rand; 
ö: Grenzschichtdicke; 
Ss: Stoß 


aus dem Zykloninneren mit geringer kinetischer Energie austreten, verstärkt den an sich vor- 
handenen Grenzschichteinfluß im Austrittsrohr unter Umständen erheblich, Dieses Verhalten 
zieht folgende Auswirkungen nach sich:a) Die im Zyklon vorhandene Unterschallströmung er- 
möglicht stromaufwärts eine Beeinflussung der Gleichdruckverbrennung; mit einer Erhöhung 
von Poe har NL eine Erhöhung von w verbunden; dies ist insbesondere für den Strö- 
mungsbereich in Kernnähe von Bedeutung. b) Aus zie ür die axi 1 

tal ee eh 8. b) Aus den Beziehungen für die axialen und azimu- 


Der bue re 
Pro w, 1+e r 
folgt, dab infolge der Grenzschicht die relative Geschwindigkeitserhöhung außen größer ist als 
innen; d.h. der Strömungsbereich hoher Geschwindigkeiten wird nach außen hin erweitert (w 

2 


ist maßgebend für den Durchsatz). c) Das Anwachsen der Gr 
ck nn 2); 2 enzschichtdicke in Stromrichtun 
bzw. das Mitreißen einiger Tot-Gas-Ballen aus dem Zykloninneren entlang der Wand des re 


| 
a 1+e 


« 
2 er) 


I Er. 
De ® 


sr 198 €. Strömungslehre 
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srohres begünstigen das Auftreten von Verdichtungsstoßflächen im Bereich M* > 1. Ob- 
wohl bei solchen Stößen allgemeinerer Art die Überschallströmung erhalten bleiben kann, u 
dieser Vorgang als besonders störende Verschlechterung der Arbeitsweise angesehen werden: der Mn, 
Gasstrom tritt mit verringerter Geschwindigkeit in den Feuerraum ein. d) Die an sich günstige 
Verkleinerung von r, bleibt wegen der in Achsennähe kleinen Querschnitte bedeutungslos. 

Beer . Der Reibungseinfluß des in A) als ruhend angenommenen Kernes ist von geringerer Be- sa 
' deutung für die Potentialströmung, während die Rückwirkung auf den Kern selbst groß ist. Für Be 
die Potentialströmung ergibt sich a) ein schwacher Drallverlust, der sich in der azimutalen Ge- 
schwindigkeitskomponente bemerkbar macht, und b) eine geringe Verflachung der axialen Ge- 
_ schwindigkeitskomponente in unmittelbarer Nähe des ursprünglichen Kernradius. Für den Kern # 
ergibt sich eine nicht-wirbelfreie Drehung — etwa ähnlich der eines starren Körpers —, wobei Be 

‚die äußeren Schichten stromabwärts mitgerissen werden. Aus Gründen der Kontinuität können m 
. möglicherweise aus dem stromabwärts gelegenen Feuerraum bereits verbrannte Gasmassen ent- { a 
lang der Zyklonachse in das Zykloninnere angesaugt werden; für den Gesamthaushalt dürfte dies 
ohne Bedeutung sein. — Möglichkeiten zur Beeinflussung der in B) angegebenen Erscheinungen 
bestehen. i u A 


Sur une theorie unitaire de l’aile supersonique en ecoulement: £ 
homogene d’ordre superieur 
Von F. Carafoli et M. Jonescu in Bukarest 


Considerons l’eEcoulement supersonique autom d’une aile triangulaire rapportee a un systeme 
rectangulaire O X, &, &3; dansl’hypothese des petites perturbations, nous admettrons que l’aile 
est situce dans le plan Ox,x,. Supposons par ailleurs, qu’a partir d’un rayon OC place sur l’aile, 
que nous appelerons par la suite ar&te OC, definipar l’equation s&, — x, = 0 dans le plan Ox, x, 


la vitesse verticale sur l’aile, due & la deformation de la surface, varie selon une loi de’finie par un 
n—1 

‚polynöme homogene d’ordre (n — 1): W,.ı1 = 2& W,01,-9X7 771-X4; le mouvement qui en re- 
= 


sulte est regi par un potentiel D (x,, X, X,), qui est une fonction d’ordre n, dont la n"° derivee par 
rapport A 2, 2,23, Soit ®,,,,r, est une fonction homogene d’ordre zero et represente un mouve- 
ment conique proprement dit. Soit une section normale a Ox,, ala distance x, = 1, raportee ä un 
systeme d’axes oyz. Onay= 2%,/X,, 2 = X%,/x,. Par la transformation deBusemann, on obtient 
le plan od, dans lequel ®,, „‚ est harmonique et, en lui associant la fonction conjuguee ®y.,,„, ON 
obtient la fonction analytique F,,4,r = Py,ar + ®,,„,, On demontre que ®,, gr — const. sur la 
trace de l’aile, situee sur l’axe des abscisses. On peut considerer donc F,,,, comme le poten- 
tiel d’un mouvement fictif et la trace de l’aile comme une ligne de courant. Pour trouver F 


WERE NRREENE ON 


Pr? 
i } 3 h f oD s 
il faut tenir compte des considerations suivantes: La vitesse de perturbation u = a parallele an 
1 
courant general tend vers l’infini comme K In |s&, —x,| sur !aröte OC ou comme K (I, 2, — 2) "2 
si ’ar&te est un bord d’attaque subsonique (O0 A,) O’une aile mince. Si l’on transforme le plan 
Busemann (£=n-+i{) dans un autre plan @=y-+ iz, par la transformation conforme 


Re arB qui ala propriete de reproduire identiquement la trace de l’aile dansle plan x 


on trouve que F,,,,, a les singularites suivantes sur l’arete OC, respectivement sur le bord 
d’attque subsonique 0 A;: 


U ER ee 5 ai 31 A 1 Me 1) Bates U Barack 2) 


En designant par I, et /, les abseisses desbords d’attaque subsoniques O’une aile mince, on trouve 
facilement, moyennant transformations convenablement choisies, 


(ı<-s9)(e +2) ydı — 2) (b ze x) Ya, aa, 
Bee es aren 

qui m£ne, par application de la formule d’Euler pour les fonctions homogenes, & la solution 
generale de la vitesse de perturbation axiale u, 


En. q,0 =’ A, arg ch 


Dr RIP ner ] : 
= Nelargen NE Pe at + Yh ErUE en gr he gen ( ). 
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Par lemöme raisonnement, on trouve qu’un bord d’attaque subsonique, d’abscisses y = I,, 
nous donne 


u re [65) 
Tee N ag er Re EN 


et une autre expression analogue pour l’autre bord d’attaque subsonique, s’il en existe. Avec ces 
deux formules ou peut calculer u pour tous les cas: a) aile mince aux bords subsoniques; b) aile 
mince A un bord d’attaque subsonique (y = l,) et l’autre supersonique, en remplacant dans ce cas 
I, par 1/B; c) aile ä epaisseur symetrique, definie par la formule (1) sentement, en remplacant 
Ih et I, par 1/B: => 


Integrale der Bewegungsgleichungen der Flüssigkeit 
um eine Wirbelstraße 
Von Bl. Dolaptschiew und Iw. Tschobanow in Sofia 


Es sei F(z) das komplexe Potential bezüglich des Systems [()] verbunden mit dem eine Wir- 
belstraße erzeugenden und im Unendlichen unbeweglichen vorausgesetzten Hindernis. Die aus 
: S — = (z) entstehenden Bewegungsgleichungen eines beliebigen Flüssigkeitsteilchens 
z=x-+ iy, welches nicht mit einem Wirbelzentrum zusammenfällt, können ineine Riccatische 
Differentialgleichung überführt werden, welche bei schachbrettartiger Wirbelanordnung die 
Form hat 


dp 


NO ER Br a 02 a a 0 Be U RA FT TE Be ae Ma ER ER 


und bei symmetrischer Anordnung ist 


dp’ Bee i ’ —. 
(euer ur: +2. 1ER Feet). : 


wobei 


IT : A 7 ‚ 
«= y,ß=-sint a —(V— ON, ch P=cosT[e V-Di @), 


I I 

7 2lU 21U 
G=she HR = — — h ne re 

a 


deren Lösung ein erstes Integral des Differentialgleichungssystems darstellt. Zur Auflösung dieser 
allgemeinen Riccatischen Differentialgleichungen transformiert man sie bekanntlich in linearen 
homogenen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Ist die Wirbelstraße schachbrettartig, so 
fällt die transformierte Differentialgleichung genau mit derjenigen von J. Halm (Transactions of 
the Royal Society of Edinburgh, 1906) zusammen, d. h. mit der sogenannten Christl-Halm- 
schen Seiche-Gleichung. Ist die Wirbelstraße symmetrisch, so ist die transformierte Gleichung 
ein Analogon der Halmschen Differentialgleichung. Die Lösung nur der Differentialgleichung 
von Halm ist bei E. Kamke (Glg. 2, 385, 1951) zu finden. Man kann aber unser Problem, d.h. 
beide Differentialgleichungen nach einer hydrodynamischen- Methode folgendermaßen lösen. 

‚Es sei D(£) das komplexe Potential bezüglich des Systems [2] verbunden mit der Wirbel- 
konfiguration selbst, die sich mit konstanter Geschwindigkeit U in bezug auf das System [()] be- 
wegt. Da die notwendige und hinreichende Bedingung für die Existenz eines komplexen Poten- 
tials D(2) der Flüssigkeitsströmung bezüglich des Systems [2], welches sich in bezug auf das 
System [()] nach dem Gesetz z = z, +C eir bewegt, unter der Annahme, daß ein solches Poten- 


lial F(z) bezüglich des Systems existiert, dp/dt = 0 ist ilt i 
NS [0] ‚do| ‚ so gilt dann die folgende Beziehung 


% a den Se 
2) = Io) a ae ee ee 
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Der Übergang zwischen den Potentialen F(z) und ®(£) erfolgt nach der Relation 
N ee ET U ee a al 


wo V die Geschwindigkeit der Anströmung ist. Jetzt ist aber bezüglich des Systems [2] die Strö- 

mung stationär. Man benutzt eben diese Tatsache, um das Bewegungssystem zu lösen, d. h. die 

ee der Riccatischen Differentialgleichungen zu finden. Man betrachte zum Zweck das 
uotien 


dE 0) (0) 
me 3:96 n): 3: 0 N); 


wobei ®(L) = y(&n) +iw(E, n). Aus 


0) () (0) 0) 
ÖE ven) = n o(&, 7)» EB old) = — = vn) 
bekommt man 


00 00 


on 
d.h. daß für den Fall des stationären Regimes o(&, 7) = konst. ist. Es ist dann Im®(£) = konst. 
die Lösung der Riccatischen Differentialgleichung, sowohl für die schachbrettartige wie auch 
für die symmetrische Wirbelstraße. Nach bekannter Transformation findet man sofort auch die 
Lösung der Halmschen Differentialgleichung und ihres Analogons, d.h. der Gleichungen 


4(l +02)? u” + (do +23) u=0 (Halm) und Al) u’ HXo 2A +3)u=0 (6), 


wobei 
\=1—4a@(l+e), X“=1l-—4da?ed. 


Man erhält nämlich die beiden ersten Integrale 

u=(l+oß)!A(CchB+GshB),, B=—-ayfl+ehßk +)... 
und 
u = (#2 —1)!/(C,chA’B’ +C,5hX”"B), B=inl +Y1+o?) be |X|>1, (8) 
u= (1 — o3)la(C,cosA”’ B’ + G,sind’ B”), -B’ = aresino, M’=achei |a| <1 


Die zweiten Integrale bekommt man durch gewisse Kombinationen zwischen den so ge- 
wonnenen ersten Integralen und den zweiten Gleichungen des Systems 


dx 
RT VE 
rn: 
E sh (y-h) sh +) 
+71 ch % | h) sin 7 OT < 1 er 7 F sin ee > 9; 
y VD dtgthtN KV Ui 
dy Tcosn Ke +1] 
TEE a FrrTB tree | 


(die obere Bezeichnung bezieht sich auf die schachbrettartige Wirbelstraße, die untere — auf 
die symmetrische). 


Es ergibt sich für die Bewegungsgesetze Integrale, welche im allgemeinen durch elementare 
Funktionen nicht ausgedrückt werden können. Die Auswertung dieser Integrale und die physika- 
lischen Schlußfolgerungen sind noch nicht abgeschlossen. Wenn auch ideale Flüssigkeit voraus- 
gesetzt wird und man von der Wirbelentstehung absieht, kann man durchaus gewisse Vorgänge 
in den beiden Zonen nah oder weit von der Wirbelstraße deuten und die entsprechenden Mikro- ' 
oder Makroströmungen studieren. 
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“ gebenes Profil läßt sich bekanntlich nac I onales 
Bien mit linearen Randbedingungen ansetzen, das im Unterschallgebiet regulär ist I 
hältnismäßig einfache Gestalt für die Poisson-Adiabate mit dem Exponenten a nu: 
Das entsprechende Randwertproblem für die Eulersche Gleichung läßt sich, wie an an 
Stelle gezeigt wurde [2], mit dem verbesserten Differenzenverfahren von Collatz [31 näh ungs- 
weise lösen. Auf diese Weise wurden die Geschwindigkeitsverteilungen eines symmetrisch ange- 
strömten Joukowski-Profils von dem Dickenverhältnis d = 0,18 berechnet, die zu den An- Rn. 
‚strömungsmachzahlen M = 0,6; y0,4 gehören. Mit dem gleichen Verfahren lassen sich uch 
allgemeinere Profile behandeln. x a 
Eine ausführliche Darstellung dieser Arbeit erscheint in Wiss. Z. Univ. Halle. BL: 
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[1] H. Bateman: Notes on a Differential Equation which occurs in the Two-Dimensional Motion of a Com- 
pressible Fluid and the Associated Variational Problems. Proc. Roy. Soc. A, 125 (1929), S. 598—618. Er 

[2] H.-G. Gispert: Numerische Behandlung eines 2-dimensionalen Variationsproblems aus der Gasdynamik.- 
Wiss. Z. Univ. Halle, VI/2 (1957), S. 209—222. 

[3] L. Collatz: Numerische Behandlung von Differentialgleichungen. Springer 1951, S. 111. 
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| Über Strömungserscheinungen in rotierenden Flüssigkeiten 
Von H. Görtler in Freiburg i. Br. 


Der Vortragsgegenstand gehört zum Kreis der merkwürdigen Strömungserscheinungen in 
rotierenden Flüssigkeiten, wie sie vor allem vor mehr als 30 Jahren von G. I. Taylor entdeckt 
und untersucht worden sind. Ein vom Vortragenden 1944 (vgl. ZAMM 24) aus den Bewegungs- 
gleichungen vorausgesagtes Phänomen bei kleinen erzwungenen Schwingungen in rotierenden 
(reibungslosen, inkompressiblen, homogenen) Flüssigkeiten, das durch den hyperbolischen Cha- 
rakter der für die Geschwindigkeitsamplituden resultierenden Differentialgleichung für Frequen- 
zen unterhalb einer gewissen kritischen Frequenz bedingt ist, konnte kürzlich erstmals experi- 
mentell bestätigt werden. Auch überraschende Einzelheiten einer nunmehr gelungenen voll- 
ständigen Integration des zugrunde liegenden Randwertproblems fanden ihre Bestätigung im 
Experiment. Diese Ergebnisse wurden von H. Oser in seiner Freiburger Dissertation 1957 er- 
zielt. Es besteht eine enge Verwandtschaft zu den vom Vortragenden 1943 (vgl. ZAMM 23) 
theoretisch und experimentell untersuchten Schwingungserscheinungen in Flüssigkeiten mit 
stabiler Dichteschichtung. 

Eine ausführliche Wiedergabe dieses Vortrags erscheint in den „Proceedings of the Mid- nd 
west Conference on Solid and Fluid Mechanics, University of Michigan, April 1, 2, 1957‘ unter 
dem Titel „On Forced Oscillations in Rotating Fluids“. Der theoretische Teil der Dissertation 
von H. Oser erscheint unter dem Titel „Erzwungene Schwingungen in rotierenden Flüssigkeiten“ 
in Archives for Rational Mechanics and Analysis 1 (1957). Der experimentelle Teil wird gegen- 
wärtig für den Druck vorbereitet und soll in der Z. angew. Math. Mech. veröffentlicht werden, 


Singularitätentheorie für lineare Unter- und Überschallströmung 
um Körper nicht mehr kleiner Streckung ohne Auftrieb 


Von Friedrich Keune in Aachen!) 


Für die Berechnung der Strömung um Körper kleiner Streckung unterhalb und oberhalb 
schallnaher Fluggeschwindigkeit reicht die Genauigkeit der Theorie für Körper kleiner Streckung 
ebensowenig aus wie für Körper nicht mehr kleiner Streckung. Eine Erweiterung der Theorie 

‚für Körper kleiner Streckung unter den gleichen einschränkenden Voraussetzungen war bisher 


jedoch nur mit umfangreichen mathematischen Methoden möglich und deshalb praktisch nur 
von geringer Bedeutung. 


‘) Aus dem Institut für Angewandte Gasdynamik der DVL. 
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Querausdehnung y'| < byur der Quellverteilung kleiner als die Längsausdehnung !ist (<<): 


RE a 


läßt sich eine Reihe für das Geschwindigkeitspotential berechnen 
Dix, y, 2) = Dr, y,2) + Dr, y, zZ) 4 DIYz, 2) N DPD) sel (3) 

und auch das Fehlerglied ®(z, y, 2) — 3 ©P’!(x, y,z) analytisch angeben. ' 
Die Berechnungsmethode (vgl. eine weitere Arbeit in der Zeitschrift für Flugwissenschaften 
1957) ist bei Unterschall- und Überschallströmung im Prinzip gleich, in Einzelheiten aber durch 


die charakteristischen Unterschiede der Integrationsgrenzen verschieden. 
In jeder Näherung führen sowohl die physikalischen Überlegungen als auch die mathe- 


_ matischen Berechnungen zu einem besonders einfachen und übersichtlichen Aufbau der Strö- 


mungsbeiträge jeder Näherung. Ebenso wie in der Theorie für Körper kleiner Streckung besteht 


jede Näherung aus einer rein zweidimensionalen Strömung in Querschnitten x=konst. und 


einem „Raumeinfluß‘‘, welcher die Einflüsse des gesamten Körpers auf die Strömung in dieser 
Querschnittsebene angibt. Für die 2»-te Näherung sind die „Elemente der Quellmomente 2 »-ter 
Ordnung‘ gegeben durch 


TEE De TR OEL ee 1 (4). 
Mit ihnen ist die „Querschnittströmung““ 


2» 
2ro®\(z, y,2) =k,(M. — 1) nn 0: m2’ (x, y, y', z, z')In Yy — y')® + (z — zZ’)? dy’dz' (5). 


Das Integral der Quellmomente (4) über jede der Querschnittsebenen führt zu einem Flächen- 
moment höherer Ordnung 
AL A re = eelO% 


Nur diese Integrale über die Querschnittsflächen des Körpers liefern einen Beitrag zum „Raum- 
einfluß‘, so daß schließlich folgt: 


2er [D’Xz, y, 2) — Ux w®(x, y, z)] = 
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Mit den Zahlenwerten e=2, (M& <1) und e=1,(M& >1) und den Konstanten 


1/4 1/64 | 1/2304 
Bu. a 1/13 


1/2’ (v1)? 

ist jedes der ersten vier Glieder der Reihe (3) sowohl für Unter- als auch für Überschallströmung 
durch die Gl. (4) bis (8) gegeben. Für »—0 erhält man die bekannte Theorie für Körper kleiner 
Streckung und für »—1 nach einiger Umformung das bereits von M. C. Adams — W. R. Sears 
(J.A.S. XX 1953, S.85) angegebene Glied, wenn man sich mit einerQuellbelegung q(@’ y' 0) dx’ - dy' 
auf der Grundfläche des Körpers begnügt. Eine ausführliche Darstellung der Theorie, ihrer 
Beweisführung und die Aufstellung des Fehlergliedes jeder Näherung wird in einem DVL-Bericht 
gegeben werden. wi 

Die Güte der Theorie für Körper kleiner Streckung (v —0) bei schallnahen Fluggeschwindig- 
keiten kann bei anderen Fluggeschwindigkeiten oder größerer Streckung nur durch eine Berück- 
sichtigung der hier angegebenen Glieder bis »=2 erreicht werden. Das „Fehlerglied‘“ »=3 gibt 
von Fall zu Fall einen Maßstab für die Genauigkeit der Theorie. 
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Zur theoretischen Bestimmung des Dellendruckes 


bei abgelöster Strömung 
Von H. Korst in Urbana, Ill., U.S.A. 


Betrachtung des Mischungsvorganges entlang der Berandung des Ablösungsgebietes er- 
möglicht die theoretische Behandlung des Problems (Base pressure problem). Das vorgeschlagene 
vereinfachte Strömungsmodell beachtet besonders den Fall mit turbulenter Strahlmischung 
und einer Grundströmung mit Schall- oder Überschallgeschwindigkeit. Erklärung der Ein- 
flüsse bisher experimentell nachgewiesener Parameter ist möglich. Bemerkenswert erscheint 
der Hinweis auf einen von der Dellenströmung bestimmten Mechanismus der Ablösungserschei- 
nung. Theoretische Lösungen zeigen asymptotisches Verhalten für hohe Reynoldssche Zahlen, 
wobei solche Spezialfälle besonders interessieren, die ohne empirische Faktoren gerechnet werden 
können, demnach durch Vergleich mit vorhandenen Versuchsergebnissen eine direkte Bewertung 


der Theorie gestatten. !) a 


1) Eine ausführliche Veröffentlichung wird im Österr. Ing.-Archiv erscheinen. 


Praktisches Verfahren zur Berechnung der Druckverteilung 
| an stark gewölbten dünnen Gittern 
Von E. Marlensen in Göttingen 


Das Profil eines geraden dünnen Gitters (Profilabstand !) sei beschrieben durch die in 
— 1<xr<[1 erklärte und dort zweimal stetig differenzierbare Funktion y(x). Bei einem von 


x = — oo her erfolgenden Anstrom (u,; v,) lautet die Integralgleichung des Problems 
1 1 
} 1 Leer d 
» Malle | Ried | = -0 Be. 
=] —ı 
wobei o(x) mit der Wirbelbelegung y(x) durch o(x) dt = y(x) ds zusammenhängt und 
2 ‚ en - 
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ein überall stetiger Kern ist. 

In seiner Dissertation weist W. H. Isay [1] bei vorgegebener Gesamtziıkulation I für 
nicht zu eng stehende Gitter Existenz und Eindeutigkeit einer Lösung o(x) nach. Dabei ergibt 
sich aus der konstruktiven Beweisführung ein Hinweis für ein praktisches Rechenverfahren. 
Demzufolge müßten (nach Ausführung einer elementaren Transformation) die Fourier-Kompo- 
nenten des Kernes numerisch bestimmt werden. Es wird jetzt ein ähnliches Verfahren zur Be- 
stimmung von o(x) mitgeteilt, das eine solche Zerlegung umgeht, jedoch ebenfalls mit den Kern- 
werten selbst die Integralgleichung (1) auf ein lineares Gleichungssystem zurückführt. Durch 
Hinzunahme der Abflußbedingung o(1) = 0 wird dabei die Eindeutigkeit der Lösung erreicht. 
Da jede Lösung aus einem stoßfreien (o (—1) = 0) und einem reinen Stoßanteil (u, — 0) zusam- 
mengesetzt werden kann, genügt es, diese beiden Fälle allein zu betrachten. 
yes ne Berechnung der stoßfreien Strömung lautet der Lösungsansatz in Anlehnung an 
A. Betz 


N 1 
aa) Fl ET LTE ee 


m=1 
Für die numerische Auswertung der Quadraturen definiert 
1 


fr br ” 
en [1 —- Rmde= IA,,.h: Mi SAN: 
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wobei f(x) irgendein Polynom N-ter Ordnung sein darf und die /„ an äquidi$tanten Abszissen- 

werten x, des Intervalls —1 < x < 1 genommen sind, eindeutig die Gewichte A 
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Ferner zeigte A. Betz [2], daß 
1 


A m—l 1__&2 
. Enka) = De a mygsalo Nine ba dsl Anh) 


Polynome m-ter Ordnung in x sind. Damit liefert (1) wegen (3), (4) und (5) für die stoßfreie 
Anströmungsrichtung v,/u, und die bezogenen Größen a,/uy*:* ay/u, das lineare Gleichungs- 
system 
LEE AI 
v+- 3 I Ann Kusmt 5 Burgen tere); 
" = m=0 n=0 m=1 
wobei A, und Fyns = Fn(x,) bei festem N ein für allemal berechenbare Zahlenwerte sind und 
K,„s = K(€E,, 2,) durch das zu berechnende Gitter gegeben ist. 
Für einen reinen Stoßanstrom (u, = 0) führt der Ansatz 
a 1—ı 
— Mm 
I mE NEN 
auf ein entsprechendes System von N + 1 Gleichungen für die by/vg ‘ * * by/v,. Mit Hilfe der so 
gefundenen Lösung o(x) bestimmt man schließlich die Geschwindigkeits- und Druckverteilung 
am Profil aus bekannten Integralformeln [1]; dabei gelangen die oben definierten Integrations- 
gewichte wiederum zur Anwendung. An Hand mehrerer Beispiele, deren praktische Berechnung 
für N = 10 mit Hilfe der Göttinger elektronischen Rechenmaschinen Gl und G2 erfolgte, wird ge- 
zeigt, daß sich das geschilderte Verfahren insbesondere auch zur Berechnung von Gittern mit 
stark gewölbten Profilen eignet. 
[1] W.H. Isay, Beitrag zur Potentialströmung durch axiale Schaufelgitter. Diss. Z. angew. Math. Mech. 33 
(1953) 8. 397—409. . 


[2] A. Betz, Beiträge zur Tragflügeltheorie, mit besonderer Berücksichtigung des einfachen rechteckigen Flügels. 
Diss. Göttingen 1919. 


- Einige Eigenschaften der Lösungen der Grenzschicht- 
Differentialgleichungen 
Von K.Nickel in Karlsruhe 


Betrachtet wird die laminare, stationäre und zweidimensionale Grenzschicht eines inkom- 
pressiblen Mediums an einer porösen Wand bei beliebigem, aber senkrechtem Absaugen oder Aus- 
blasen. Bei vorgegebenem Anfangs-Geschwindigkeitsprofil sollen Aussagen gemacht werden 
über die Gestalt der Geschwindigkeitsprofile weiter stromabwärts. Dazu werden ausgehend von 
einer Arbeit von H. Westphal!), auf die in diesem Zusammenhang zuerst H. Görtler?) hin- 
gewiesen hat, Abschätzungs- und Einzigkeitssätze hergeleitet für die Lösung z(x, y) einer par- 
tiellen expliziten parabolischen Differentialgleichung 


a OLE ED li 


deren rechte Seite im fünften Argument monoton wachsen möge. Ist z. B. /(x,y,2,0,0)=0, dann 
gilt das bekannte Maximum-Minimum-Prinzip für (1). Angewandt auf die v. Misessche Gestalt 
der Grenzschichtdifferentialgleichung 


MT 2 tee en ker is 32 (2) 
(g(E,n) = Ua) — ua, y), E= 2%, n = y(, y) = Stromfunktion, u(, y) = Strömungsgeschwin- 


digkeit, u(z, ©) = U(x), v = kinematische Zähigkeit) gibt dies die Aussage: 


1. Übergeschwindigkeiten können nicht von selbst entstehen, sind sie entstanden, so 
können sie nicht weiter anwachsen. — Die Anwendung des Maximum-Minimum-Prinzips auf die 
Grenzschichtdifferentialgleichung von Crocco gibt: we 

2. Die Schubspannung r(z, y) = u,(, y) nimmt ihre Extremwerte nicht ausschließlich 
im Innern der Strömung, sondern auch an der Wand oder im Anfangsprofil an. Das bedeutet: 
Ein „Aufsteilen‘“ eines Geschwindigkeitsprofils im Innern der Strömung ist nicht möglich, sowie: 


1) H. Westphal, Math. Z. 51 (1949), S. 690. 
2) H. Görtler, Z. angew. Math. Mech. 30 (1950), 5. 265. 
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monotone Geschwindigkeitsprofile bleiben auch stromabwärts noch monoton. Weiter gilt sogar: 
Die Anzahl der Extremwerte eines Profils kann sich stromabwärts höchstens vermindern. — 
Durch ähnliche Abschätzungen kommt weiter: 

3. Rückströmen kann nicht im Innern der Strömung eintreten, sondern nur an der Wand 
beginnen, ist U’(x) > 0, so kann keine Rückströmung entstehen. 

A. Besitzt das Anfangsprofil W Profilwendepunkte und wechselt der Gradient U’(x) 


der Außengeschwindigkeit zwischen Anfangs- und Endprofil G-mal das Vorzeichen, dann hat das 


Endprofil höchstens W + G + 1 Wendepunkte, falls die Wand undurchlässig ist. 
5. Einzigkeit. Zu gegebenem zweimal differenzierbarem Anfangsprofil, das kein Ablöse- 
profil ist, gibt es höchstens eine Lösung von (2) (vgl. dazu H. Görtler)?). ie. 


Über die Grenzschichtablösung 
Von K.Oswatitsch in Aachen 


Solange sich die Rechnungen auf ebene und achsensymmetrische Strömungen beschränkten, 
wurde das Verschwinden der Wandschubspannung r als Ablösungsbedingung im Laminaren be- 
nutzt. Die Erweiterung der Grenzschichttheorie auf räumliche Probleme zeigte jedoch, daß an 
der .„‚Ablösungslinie‘“ im allgemeinen dieselben Wandschubspannungsverhältnisse herrschen, 
wie an den anderen ‚„Wandstromlinien“. Nur in bestimmten Punkten der Ablösungslinie sind 
beide Komponenten der Wandschubspannung Null, wie es bei ebener und achsensymmetrischer 
Strömung auf der ganzen Ablösungslinie der Fall ist. Im Anschluß an Untersuchungen von 
Eichelbrenner und Oudart wurden die möglichen Fälle von R. Legendre mathematisch 
analysiert. Danach gibt es Konvergenz-, Divergenz- und Strudelpunkte der Ablösung. 


In der vorliegenden Arbeit wird als Kriterium der Ablösung die Existenz von Verzweigungs- 
stromlinien genommen, welche von der Wand weg führen. Das Verschwinden der Wandschub- 
spannung erweist sich in diesem Sinne nur als eine notwendige Voraussetzung der Ablösung. Da- 
zu tritt als ein Maß der Ablösung der Winkel d, den die Verzweigungsstromlinie mit der Wand 
einschließt. Er wird auf die Schubspannungs- und Druckverhältnisse an der Wand zurückgeführt. 
Insbesondere gilt mit p als Druck und x als Bogenlänge bei ebener und achsensymmetrischer 
Strömung, inkompressibel oder kompressibel: tg 9 = — 3 r,/p,. Eine Anwendung dieser Formel 
auf die inkompressible Strömung am Zylinder gibt 9 = 63°. Aber auch bei Anwendung in Über- 
schallströmung auf eine Prandtl-Meyer-Kompression, wo keine Ablösung zu erkennen ist, 
würden sich nach den einparametrigen Impulsverfahren wesentliche Ablösungswinkel ergeben. 
Das zeigt, daß solche vereinfachte Methoden in diesem Falle versagen. Bei räumlicher Strömung 
erweist sich die Divergenz der Wandschubspannung als eine maßgebende Größe für symmetrische 
Ablösungszentren. Als Beispiele wurden einige Konvergenz- und Divergenzpunkte berechnet. 
Asymmetrische Ablösungspunkte lassen sich nur bis zu einem gewissen Grad der Asymmetrie auf 
Konvergenz- oder Divergenzzentren zurückführen und ergeben andernfalls Strudelpunkte. Die 
Ergebnisse an der Ablösungsstelle erstrecken sich auf beliebige stationäre, kompressible Reibungs- 
strömungen. 


Über ein vereinfachtes Bild der Strömung um eine Mantelschraube 
mit zentralem Rotationskörper bei dem nullten Anstellwinkel 
Von Svetopolk Pivko in Belgrad 


Durch geeignetes Überlagern von elementaren Potentialströmungen kann man ein brauch- 
bares Bild der Parallelunterschallströmung um einen Rotationskörper mit Luftschraube ohne 
Anstellung, die sich im Innern eines Ringflügels dreht, erhalten. 

Ein Ringflügel kann bei dem nullten Anstellwinkel durch ein System von Ringquellen und 
Ringwirbeln 11] mit punktweise veränderlicher Ergiebigkeit Q und Zirkulation 7’ ersetzt werden. 
Hierbei sind die Funktionen Q(x) und 7x) so zu bestimmen, daß die örtliche Randbedingung am 
Profilschnitt E 
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erfüllt ist, wobei V, die Fluggeschwindigkeit, r und x die Profilkoordinaten, der Index 1 die durch 
die Ringquellen oder Ringsenken und 2 — die durch die Ringwirbel hervorgerufenen Axial- und 
Radialkomponenten der Störungsgeschwindigkeiten bedeuten. 
Ein drehsymmetrischer luftschiffartiger Körper ohne Anstellung kann man in üblicher 
Weise durch eine stetige oder punktweise Verteilung der räumlichen Quellen und Senken auf der 
Symmetrieachse ersetzen. Die Ergiebigkeit einer elementaren Quelle kann man als proportional 


. zur Querschnittsfläche des Körpers annehmen. 


Die durch die Schraube hervorgerufene zusätzliche Strömung kann sich durch Überlage- 
rung zweier Strömungsanteile darstellen. Der erste Anteil besteht aus einer Parallelströmung 
konstanter Geschwindigkeit v, im Gebiete hinter der Schraube. Als zweiten Anteil der Störungs- 
strömung hat man eine gleichmäßige Belegung von Senken mit konstanter Schluckfähigkeit auf 
der wirksamen Schraubenkreisringfläche x (R? — R?), wobei R der Schraubenhalbmesser und R, 
der Nabenhalbmesser ist, anzubringen. Die von einer Senkenbelegung auf der Kreisfläche her- 
vorgerufenen Zusatzgeschwindigkeitskomponenten sind im breiteren Gebiete des Strömungs- 
felds berechnet oder durch graphische Integration ermittelt und tabuliert [2]. 


Bei einer Luftschraube die sich im Innern eines Ringflügels dreht, muß man auch die Ein- 
wirkung des Schraubenmantels berücksichtigen. Hier muß die Grenzbedingung, daß an der In- 
nenseite des Schraubenmantels die Normalgeschwindigkeiten oder, angenähert, die radialen Zu- 
satzgeschwindigkeiten der durch die Schraube hervorgerufenen Strömung verschwinden müssen, 
erfüllt sein. Wir können dies in einzelnen Punkten des Strahlumfangs angenähert dadurch er- 
reichen, daß wir der betrachteten, von der Senkenbelegung hervorgerufenen Strömung noch eine 
gleiche Strömung, mit der um 2 R parallel verschobenen Symmetrieachse, überlagern. Wir er- 
halten auf diese Weise ein Stromlinienbild, wobei die Radialgeschwindigkeiten am Rande des 
Schraubenstrahls verschwinden, während die Axialgeschwindigkeiten verdoppelt werden. Die 
Senkenstärke ergibt sich aus der Bedingung, daß die mittlere Durchflußgeschwindigkeit in der 
Schraubenachse gleich der halben Zusatzgeschwindigkeit v, im Schraubenstrahl weit hinter der 
Schraube sein soll. 

Überlagert man nun der bisher betrachteten Potentialströmungen die der Fluggeschwindig- 
keit entsprechende Parallelgeschwindigkeit V,, so erhält man ein angenähertes Bild der Parallel- 
strömung um eine Mantelschraube mit dem zentralen Rotationskörper, ohne Anstellung. Der 
örtliche gesamte Geschwindigkeitsbetrag V an der Ringflügelfläche ist dann gegeben durch 


VzeV tw +w+w,+w,, 


wobei w, und w, die Störgeschwindigkeitsanteile der Ringquellen- und Ringwirbelbelegung sind, 
während w, und w, die Einwirkungen des Rotationskörpers und der Luftschraube darstellen. 


[1] S. Pivko, Abschätzung der aerodynamischen Eigenschaften des Ringflügels mit beliebig geformten Profil- 


schnitten bei dem nullten Anstellwinkel. Mitteilungen des Instituts für Luftfahrttechnik VS-092. Belgrad 1955. 
[2] D. Küchemann u. J. Weber, Aerodynamics of Propulsion. McGraw-Hill. New York 1953. 


Beitrag zur Theorie der stationären, auftriebslosen Schallströmung 
an schlanken Rotationshalbkörpern 
Von Günther Romberg in Aachen *) 


Verwendete Formelzeichen: 


x%y dimensionslose kartesische Koordinaten einer Meridianebene durch den Körper 
x,y;&,n dimensionslose kartesische Koordinaten 

E E-Koordinate eines Gebietsrandteils 

ir 2 Integrationsvariable 

Y,® Symbole für dimensionslose Potentialfunktionen 

T Dickenverhältnis 

x Verhältnis der spezifischen Wärmen 


Es wird ein kurzer Bericht über eine Untersuchung gegeben mit der Zielsetzung, die in der 
Überschrift genannten Strömungsvorgänge auf Grund der Lösung einer Randwertaufgabe bei 
einer parabolischen Differentialgleichung mit variablen Koeffizienten zu verstehen. 


*) Aus dem Institut für Angewandte Gasdynamik der Deutschen Versuchsanstalt für Luftfahrt e. V. 
20 
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Rotationshalbkörper heißt der Drehkörperteil zwischen der Bugspitze (bei z —= 0) und dem 
absolut maximalen Querschnitt (bei € = 1). Über die Querschnittsverteilung Q(x) (bezogen auf 
den Maximalquerschnitt) in Tiefenrichtung machen wir die Voraussetzung Q-(0) — 0. 


Die Ermittlung der auftriebslosen Schallströmung stromaufwärts des absoluten Dicken- 
maximums führt auf eine Randwertaufgabe bei der nichtlinearen Potentialgleichung 


Be An Fee a EZ) 
Die Randbedingung lautet auf der Achse 
y: = 50a) für 70, Bee > N Eee 
Re A FR ae Se en ee 5 
im Unendlichen stromaufwärts 
ya PEN RIESTER Nu IR TEA 
in unendlich großem Querabstand von der Achse 
VE EN sn 
Aus der Lösung (x, y) ergeben sich die gesuchten Störgeschwindigkeitskomponenten ee 
und en in y- bzw. &-Richtung mittels der Verknüpfungen 
Pay) = EU, Nine Be pie = En "yet 


Ya +1) m 7 c* 
TREE Yo Yu Vor 1) 206 72 vn een iiae, 2 


Alsrichtungweisend zu einer Linearisierung des vorliegenden Problems wird die von Guderley 
und Yoshihara gefundene asymptotische Lösung angesehen, welche das typische Verhalten der 
Schallströmung in großem Anstand vom Körper stromaufwärts der Abhängigkeitsgrenze (limit- 
ing Mach wave) beschreibt und einer Doppelquelle bei inkompressibler Strömung entspricht [1]. 
Für diese Lösung gilt in großem Querabstand von der Achse die asymptotische Beziehung 


4 
VA al = 7° A ist eine positive Konstante. es: 
In Anlehnung an (7) linearisieren wir durch die Substitution 
Pr = NOT HD) RE FE I 


in der strengen Potentialgleichung (1). In unserem Ansatz bedeutet g(x) eine willkürliche Funk- 
tion mit der Eigenschaft 


92), >,0,, für. STR 


während mit h(y) irgendein Element einer dreiparametrigen Schar gemeint ist, welche Funk- 
tionen der Gestalt (« eine Konstante) 


AO) =y" sn TE ne 
und solche noch allgemeinerer Bauart enthält!). Die Schar ist gegeben durch 
KERN AA Be 


für die Funktion f,(y) hat man die Darstellung 


VZO) ep 


G 0 1 /b | 
DIE bE0,- Ur TER N 


v=1 


Bei der Behandlung des linearisierten Problems bei der Potentialgleichung 


1 
— EU U ehe REN ER a 


wurde so vorgegangen, daß zuerst eine Lösung dieser Gleichung im Gebietsstreifen y > 0, 
0 <x< 1 unter den Randbedingungen (2a), (4) sowie 


= Pr u zo, u 00 EEE 


') Ein Ansatz der Form (8), worin g(x) und h(x) willkürliche unbekannte Funktionen bedeuten, wurde be- 


reits n K une orgeschla, n > . Di ser OTrS } 1 Ss g ‚un al Anre g wofür 
IR 8° B r) Schlag di NT d 2 ori nd I such u & als g ’ i 
e t 10) e V =)» 16) oe {2} \ I ] eI te er V rl ege en U ıter: un 

ich 1: . K eunean dieser Stelle danken möchte. 
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bestimmt und diese Lösung dann durch X = O in das Gebiet stromaufwärts der Bugspitze fort- 

gesetzt wurde. Man kommt so zu einem stetigen Störgeschwindigkeitsfeld, welches sich mit Hilfe 

einer Schallquellenverteilung auf der Körperachse im Intervall0O <& < 1 qualitativ deuten läßt. 

Die Behandlungsmethode der Randwertaufgabe bei der Gl. (13) mit den Randbedingungen 

(4) und (14) besteht im wesentlichen darin, dieses Problem vermöge einer Abbildung der 
auart 


2) E= ER Y,n=n@y), 
b) 2=2(&,n), y=y(&n), ) DEM) = Pen) yEnl- - - - (15) 


auf ein klassisches Randwertproblem bei der Wärmeleitungsgleichung 
1 
cin‘ ar ch A AED (16) 


abzubilden. (15a) bezeichnet eine umkehrbar eindeutige Punkttransformation zwischen den Ge- 
bietsstreifen 0 <x<1,y> Oder x-y-Ebene und O<&<E&>0, n>0 der &-n-Ebene. Mit 
(15b) ist die inverse Transformation zu (15a) gemeint. Der Zusammenhang der gesuchten Origi- 
nallösung (x, y) mit der Bildlösung ©(&, n) ist durch (15c) gegeben. Die Randbedingungen für 
® und Y stimmen im wesentlichen überein. 

Man findet, daß die Punkttransformation einer Abbildung der Bauart (15) auf das klassische 
Problem die allgemeine Gestalt 


RT Eee AN PATE EN 
haben muß. Die hierin auftretenden Funktionen bestimmen sich aus einem Differentialglei- 
chungssystem, in welchem eine nichtlineare Differentialgleichung zweiter Ordnung für f,(y) vor- 
kommt. Diese Funktion hat noch einer weiteren Differentialgleichung zu genügen, die h(y) ent- 
hält. Daher ist die Abbildung auf das klassische Problem nicht für willkürliche h(y) möglich, 
sondern lediglich für Elemente der Schar (11), (12). Man gewinnt für die die gesuchte Punkt- 
transformation aufbauenden Funktionen . 


|! on | || mie s=0, E00 - (18) 


i dz 
7) =expj- bij —— l > RE THAT IE DEREN RE (13 
h(&) os b | e mitıbz0 (19) 
Das Resultat für /,(y) ist durch (12) dargestellt. 
Die Bildlösung lautet 


£ 
&3 | | N? dt = 

— : 2 / = ee Se 20): 
x(t) bedeutet die inverse Funktion zu (18), wenn darin ! statt & gesetzt wird. Für die Original- 
ösung ergibt sich damit 

&«) 
C, | | 7% Y) di 

= — D) > - .— Au HR (21), 
Px, y) 4 m } pA ) exp 4 (E@) > 5) &(x) BT ( ) 


die hierin vorkommenden Funktionen &(«) und (x, y) = fı(&) * fs(y) sind durch die Beziehungen 
(12), (18) und (19) gegeben. 

Die Achsialkomponente der Störgeschwindigkeit in Körpernähe ergibt sich mit den einge- 
führten Bezeichnungen zu 


U%y)—c* 7”- re 
EIZE Te nt 


&z) ni Ei - 
+ Eu. | OEL. u Fun nero) 


) 
CR ae pa 


NEO = | 
f 
0 


E 


2 


&;(&) und &(@) sind durch (18) bestimmt 
entnimmt man folgende Aussage: Die i 
zusammen, der Querschnittströmung und ein glic 
fluß“). Das entsprechende Resultat von Oswatitsch und e 
ansetzen [3], gewinnen wir aus unserem allgemeinen Ausdruck (22) als Sond | 
damit lehrt, die Berücksichtigung einer Koordinatenabhängi, keit von P, mäß (8 
lediglich eine Änderung des Raumeinflusses. {4 Aue, tn 9 RR 
: Für einen an Halbkörper wird die numerische Auswertung der Formel (22) \ 
geführt. Die willkürlichen Größen wurden so festgelegt, daß der Widerspruch zwisc 


Lösung und dem zugehörigen Ansatz in Form (8) in Körpernähe geglättet wird. aut: bei? 
Auf eine Ausdehnung der Untersuchung sowohl auf ebene als auch auf allgemein räum- 


liche Schallströmung kann im Rahmen dieses Berichtes nicht eingegangen werden. ” 


Br‘: 
[1] 6. Guderley und H. Yoshihara: An axial symmetrie transonie flow pattern. Quarterly of Appl. Math. 
Vol. VIII Nr. 4, Jan. 1951. ’ & ER 6: — 
[2] F. Keune: Über eine Methode zur Berechnung der auftriebslosen Strömung um Rotationskörper bei Schall 
anströmung. Jahrbuch 1955 der WGL. i 3 HE 
[3] K. Oswatitsch und F. Keune: The flow around bodies of revolution at Mach number one. Proc. of | the 
High Speed Conference at the Polytechnie Institute, Brooklyn N. Y., Jan. 1955. 


Neue Ergebnisse und Methoden in der theoretischen Gasdynamik 
Von R. Sauer in München 


Der Vortrag beschränkte sich auf Strömungsvorgänge, bei denen Reibung und Wärme- 
übergang vernachlässigt werden können. Es wurde nicht Vollständigkeit angestrebt, sondern es 
sollte an einigen Beispielen die gegenwärtige Situation der Forschung erläutert werden. 

Der erste Teil des Vortrags behandelte die lineare Überschallströmung um schlanke Körper. 
Das bekannte von Karmansche Quell-Senken-Verfahren wird hierbei durch Hinzunahme höherer 
Singularitäten auf der Körperachse derart verallgemeinert, -daß auch die Strömung um nicht 
drehsymmetrische Körper dargestellt werden kann (D. Suschowk, J. Münch). Für die prak- 
tische Rechnung ist es zweckmäßig, ebenso wie im Fall der Drehkörper die Strömung aus koni- 
schen Strömungsfeldern aufzubauen. Man kommt dann zu einem System algebraischer linearer 
Gleichungen, das blockweise gestaffelt ist. e 

Eine wichtige Anwendung des Verfahrens ist die Ermittlung der Wechselwirkung bei 
Rumpf-Flügel-Anordnungen und zwar sowohl bei Unterschall- wie auch bei Überschall-Vorder- 
kanten der Flügel. 

Nach einer Zwischenbemerkung über den Distributionskalkül (Laurent Schwartz) für 
das Rechnen mit ‚„uneigentlichen Funktionen‘, der bei Überschallproblemen sich als äußerst 
nützlich erweist, wurden im zweiten Teil des Vortrags Strömungsvorgänge in Schallnähe (tran- 
sonic flow) besprochen. Für die ‚direkte‘ rechnerische Behandlung solcher Strömungen hat 
K.Oswatitsch im Überschallbereich das Charakteristikenverfahren modifiziert und im Unter- 
schallbereich eine „parabolische Methode‘ entwickelt, welche das Problem auf die Lösung der 
Wärmeleitungsgleichung reduziert. Für die „indirekten“ Hodographenmethoden hat F. Penzlin 
eine systematische Zusammenstellung gegeben, welche für die Einführung von Fall zu Fall ge- 
eigneter, quadratisch approximierender Druck-Dichte-Beziehungen einen weiten Spielraum läßt. 

Zum Schluß wurde über die moderne Weiterentwicklung der „area rule“ durch K. Oswa- 
titsch und F. Keune berichtet, die insbesondere in Schallnähe gute Approximationen liefert, 
und auf die Bedeutung des Einsatzes elektronischer Rechenautomaten in der Gasdynamik (3-di- 
mensionale Charakteristiken-Verfahren, transonic-Probleme) hingewiesen. Bei der Verwendung 
solcher Automaten werden die direkten Methoden gegenüber den indirekten den Vorzug haben. 


ee Fi 


Herleitung und Genauigkeit eines Invarianzkriteriums 
für die Strömungszusammenhänge an vergleichbaren Körpern 
Von Werner Schmidt*) in Aachen 


® Für die Berechnung der Strömung am dicken Körper kleiner Streckung in Unter- und 
Überschallströmung hat F. Keune [1] eine Theorie aufgestellt, in der die Randbedingungen auf 
der Körperoberfläche z = h(x, y) durch Annahme von Zusatzquellverteilungen erfüllt werden. 


*) Aus dem Institut für angewandte Gasdynamik der DVL, 
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Man erhält mit ihnen eine Störgeschwindigkei ä ö iei inzi 
; gkeit auf der Oberfläche des Körpers, die im Prinzi 
folgenden Aufbau hat (Anblasrichtung parallel zur x, z-Ebene: Körpertiefe in Richtun dei 
x-Achse): 5 
W(z, y, h) — Wo 
W- =) HARD HR a — Mein)... 


eo her örlanir Sehe erde). 


Hierin sind die Funktionen g,, 93, fi, /, von der Machzahl M. unabhängi jedoch i 
Unter- und Überschallgebiet et Insbesondere gibt 9,(%, 1) den ee Be 
der Strömung auf z= h(z, y) und derjenigen auf z = 0, welcher zur numerischen Berechnung 
einen erheblichen Aufwand benötigt. 

Ist einem nun beispielsweise durch eine Messung beieinerMachzahl M., an einem Körper- 
punkt die Störgeschwindigkeit bekannt, so kann man sich leicht die Störgeschwindigkeit am 
selben Körperpunkt bei einer anderen Machzahl M«, berechnen: 


W(, y, h) W@, y, h) 
Wo I 1) lu. nn oda, 75 har, “. 2) En 1. Mm, 


Dies folgt einfach durch Differenzbildung von (1) bei zwei verschiedenen Machzahlen M% 
und M«, (vgl. auch [3]). 

Liegen dazu noch beide Machzahlen M«, und M«, im Unterschall- oder beide im Über- 
schallgebiet, so ist: 


2.2). 


hu, hdu., = 0 ENGEL. 3 TESTER RE SR NILE SSL (3). 


' Betrachtet man allgemeine Körperquerschnitte x = const, die endliche Nasenradien be- 
sitzen (z. B. Ellipsenflächen), so ist es zweckmäßig, nach F. Keune [1] eine Aufteilung der Ge- 
schwindigkeit an der Körperoberfläche in Komponenten W, und W, in Quer- und Längsschnitten 
auf der Körperoberfläche vorzunehmen: 


Wi, Y; h) B 1 


=1+ 9 y) + h&) +) In I —M&|+ Kay); 9, = arctg he, y) (), 


Wa COS ÖL 
W.(z, y, h) 1 
We co 98 „ ; du =arctgh,@® y) OÖ) 
wobei sich W, und W, mit Hilfe des sphär. Cosinussatzes zu W zusammensetzen: 
W:(z, y, h) = Wil, y, h) + Wal, y, h) +2 W, Wo sind, sindg..... (6). 
Differenzbildung bei 2 verschiedenen Machzahlen von (4) und (5) führt zu 
W,(x, y, h) W,(, y, h) 1 1— M% 
\ Wo Mo, | ; Wo u. cos d, 24 oda, 2 oda, ae IR) ‚In EN, m. 
W.lz, y; a) De y, 2 
| ee 


Betrachtet man nun 2 äquivalente Körper I und II (das sind Körper mit gleicher Quer- 
schnittsflächenverteilung in gleicher Tiefe) unter demselben Anstellwinkel &, so folgt aus (7), (8) 
mit (6) das Invarianzkriterium [3]: 


Denen Allen ed 
Wo Mo waıe Mo, [le cos d,|ı 


= > BAER: Alu | 9 
er Wo Er Mo; 2 Wo 2 Mo, Il, e cos d, I ee E 
1 
Für schwache Körperneig er ala. 
ür schwache Körperneigungen Ist en 


Geht man darüber hinaus zu Körpern größerer Spannweite über, so bekommen die Gl. (1) 
und (6) machzahlbehaftete Zusätze höherer Ordnung. Diese Zusätze haben ähnlichen Aufbau 
wie die Strömungsanteile der ersten Näherung [2]. Sie sind bis auf die sogenannte Q uerschnitt- 
strömung g,(z, y) relativ einfach zu berechnen. 

Der Praktiker möchte nun gerne schnell einen Überblick über den Fehler bekommen, der 
entsteht, wenn man in (9) nicht mehr Körper kleiner Streckung betrachtet. Aus diesem Grunde 
wird eine Näherung des am schwierigsten zu berechnenden Teiles, nämlich der Querschnitt- 
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strömung II. Ordnung g!!(, y, 0) für Anstellung Null (Wo = U.) gegeben: 


+s(2) 
Me = NR | ED nn Wal: dn 
Be il 
Mit AR 
nen ya in 2) 1] 
entsteht: h 
1,9) = Zn) [0.0 ur (51) + Ma (6 + + an. 
+9)a) ER \ nn NR 
0.8) = | TED an; MN) = | at M!\(«) er dh (12) 
—s(e) Bar 


Q() ist hierin die Querschnittsfläche; M!!(x) und M!Y (x) sind Momente höherer Ordnung [2]- 

Betrachtet man schließlich die Abweichung der ersten Näherung (1) gegenüber der nächsten 
Näherung in Abhängigkeit von der Machzahl, so ergibt sich, daß diese Abweichung mit zunehmen- 
der Machzahl im Unterschallbereich absolut genommen abnimmt, im Überschallbereich an- 
wächst. Bei Machzahl 1 ist sie theoretisch Null. Bildet man also im Unterschall- oder im Über- 
schallbereich Geschwindigkeitsdifferenzen bei zwei verschiedenen Machzahlen, so ist stets die 
absolute Fehlerdifferenz kleiner als der absolute Wert des Fehlers D, der einen der beiden An- 
strömgeschwindigkeiten, d.h. 


M«,und M., <1 


a |D.&, y, Our, — Dil& Y Qu] < ID: y, Qu, - » - AB). 


Vergleicht man jedoch eine vorgegebene Unterschallgeschwindigkeit mit einer Überschall- 
geschwindigkeit, so können sich die jeweiligen Fehler addieren. Das erkennt man mathematisch 
aus den machzahlbehafteten Zusätzen zweiter Ordnung, die für Unter- und Überschall verschie- 
denes Vorzeichen haben (vgl. Gl. (10)). i 

Eine Betrachtung des Fehlergliedesführt zur Festlegung von Machzahl-Bereichen, in denen 
die Fehlerdifferenz des Invarianzkriteriums sehr klein bleibt. Die Bereichsbreite hängt von der 
Körperform ab. 


[1] F. Keune, KTH-Aero TN 28, Stockholm 1953. 
[2] F. Keune, ZFW 1957, Heft 4. 
[3] F. Keune-W. Schmidt, Jahrbuch der WGL 1956, S. 150/155. 


Über die Strömung von Bingham Plastiken 
Von P.R.Paslay und A. Slibar 


E. C. Bingham!) hat ein Verformungsgesetz angegeben, welches für die Beschreibung der 
stationären eindimensionalen Strömung einer großen Gruppe technisch wichtiger Stoffe geeignet 
ist. H.Hencky, K.Hohenemser und W. Prager?) haben dieses Verformungskriterium für die 
dreidimensionale Strömung solcher Stoffe erweitert und J. G. Oldroyd?) hat verschiedene all- 
gemeine Betrachtungen der charakteristischen Erscheinungen bei solchen Stoffen durchgeführt. 
W. Prager‘) hat ein Eindeutigkeitstheorem und Extremalprinzipien für den Fließvorgang solcher 
Materialien angegeben. Von P.R. Paslay und A. Slibar5) wurden mit Anwendung der dreidimen- 


'ı)E. C. Bingham, Fluidity and Plastieity, Mc-Graw Hill, N. Y., 1922. 

°?) H. Hencky, Über langsame stationäre Strömungen in plastischen Massen mit Rücksicht auf die Vor- 
gänge beim Walzen, Pressen und Ziehen von Metallen, Z. angew. Math. Mech. 5 (1925); K. Hohenemser 
und W. Prager, Über die Ansätze der Mechanik der Kontinua, Z. angew. Math. Mech. 12 (1932). 

°) J. G. Oldroyd, Two dimensional plastic flow of a Bingham Solid, Proc. Cambr. Phil. Soc. 43 (1947); 
Rectilinear plastic flow of a Bingham Solid, Proc. Cambr. Phil. Soc. 43 (1947); 44 (1948). 

4) W. Prager, On Slow Visco-Plastie Flow, Studies in Math. and Mech. presented to R. v. Mises, Acad. 
Press, N. Y. (1945). 

5) A.Slibarund P.R. Paslay, On the Theory of Grease-Lubricated Thrust Bearings, Trans. ASME (1956), 


Be No. 56—1; Die Fließbedingung und das Verformungsgesetz viskoser plastischer Stoffe, Öst. Ing. Arch. X 
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ee ie Be eh 


strömung. rschlaramm®) — Kin ler Geht he ER Pr 

der Axialströmung zwischen Bohrrohr und Geknbe zart für die Ver %E 
und de vorgang einer solchen Plastik die beiden charakteristischen Eigenschaften: | 
Br ‚Ai: 1. Für den Eintritt der Strömung einer Plastik unter Einwirkung eines axialen Druck- 
Be gefälles muß ein dimensiosloser kritischer Wert dieses Druckgradienten überschritten werden. 2 
m 2. Bei der ausgebildeten stationären Strömung bildet sich ein die Rohrachse konzentrscho 
 umschließender zylindrischer Kern aus, innerhalb dessen sich das Bohrmedium wie ein starrer f E; 
E- ' Körper axial verschiebt. er 
£ _ Für verschwindende kritische Schubspannung r, gehen alle erhaltenen Lösungen in die fr 
die Newtonsche Flüssigkeit gültigen Gesetze über. " 


e  —-%)A.Slibar und P.R. P aslay, Die axiale Strömung von Bingham Plastiken in konzentrischen Rohren, Ru. 
Ze erscheint demnächst in dieser Zeitschrift. Ey 


Über singuläre Lösungen des Tragflächenproblems h ki 
Von E. van Spiegel in Amsterdam. er 


(National Luchtvaartlaboratorium, N.L.L.) i Kr 
Das Randwertproblem der linearisierten inkompressiblen Tragflächentheorie besitzt nur 7 jr 
Aussicht auf eine strenge Lösung bei der ebenen elliptischen Tragfläche. In der linearisierten AR 


Theorie erfüllen das Geschwindigkeitspotential ® und das Beschleunigungspotential y beide die j 
Laplacesche Differentialgleichung. Der Zusammenhang zwischen beiden Potentialen wird im er 
Allgemeinen gegeben durch 


Die Randwertbedingung für das Geschwindigkeitspotential wird geliefert durch die Ab- 
windverteilung w(&, y) auf der Tragfläche, welche bekannt vorausgesetzt wird. Für die Lösung 
des kreisförmigen Tragflächenproblems, auf welches wir uns hier beschränken, benutzen wir 
die folgende Darstellung durch spheroidale Koordinaten 


E. z=- 1 —-eyii-Hn20sp,; y-fl-afi+trRsinpg, z=up, 


2 wobei u, n und g auf die Intervalle 
E- —1susHl, 0En<m, 0z20<2n 


beschränkt werden. 

Die Tragfläche wird gegeben durch n=0, das Außengebiet des Flügels in der xy-Ebene 
durch 4u=0. Durch Trennung der Veränderlichen ist es nun möglich, das Geschwindigkeits- 
Rn ® zu bestimmen. Man Be 


\ 


PD (n, u, 9) = f “ wit, 9) 9 ir Y)indamdp 2... (2), 


wobei G(n, 4, 9; U, Pı) die Srehasne Funktion zweiter Art darstellt. In gleicher Weise könnte 
man das Beschleunigungspotential y berechnen, wenn auf der Tragfläche die Normalbeschleu- 

. nigung bekannt wäre. Durch eine genaue Ausführung des Linearisierungsprozesses kann man 
für die Normalbeschleunigung a, auf der Tragfläche den Ausdruck ableiten 


NN BE a ln „ln ze ae a a) Ir ed na 0 dc nah >. ı 
EN Kara 0: Au 


a w +V + + A) ö’(u) + Glieder, welche schwächer singulär 
al OX werden am Rande der Kreisscheibe. 


Die Funktion g(p) ist eine Gewichtsfunktion ; ö’(w) stellt die Abgeleitete der Delta-Funktion 


dar. 
Durch Einsetzen dieses Ausdruckes für a, in (2) findet man für das Beschleunigungspoten- 
tial y 


2n 


are u 2 as 
v- at’ ar dn — | |. Antılalsıa, tl: 


Infälgete der Beziehung (1) muß nun gelten 


2x 


@ N Re OR UL AK ae I} > + V- 2e)6 da, du - L | [#3 dp, (4). 


a 


. Diese Rela 


Diese Formel ist ganz verschieden von einer \ Lüss 
Weiter kann man zeigen, daß singuläre Beschleunigung | 
Vorderkante der Tragfläche verhalten wie 1/u (Quadratwurzel- 


der Tragfläche verschwinden und eine Normalabgeleitete Nu 


geschrieben werden können in die Form E ran ein dirf 
srl ar SHLIEN ar A suranı ‚18 u 
| Öbrsliötes; ” PPIIEET EINEN; 
| A a ee eh 
gr ; i ” . vr 4 re 
Bee. worin h(p) noch eine willkürliche Gewichtsfunktion ist. Die totale Lösung des physischen Rand- j 


wertproblems kann also geschrieben werden als 
3a/2 | . 
dw ow\ N 06] (6 
vo | (+ Yaa)e ann + Ko Cr RR ee 
Mit Hilfe der Bedingung, daß der zu diesem Beschleunigungspotential y gehörende Ab- 
wind auf der Tragfläche gleich dem vorgeschriebenen Abwind w(z,y) ist, kann man nun die) 
Funktion h(p) berechnen. | 
Anstelle näherer Ausführungen über Verfahren und Ergebnisse wird hier auf folgende 
ausführliche Berichte verwiesen: 


1] E. van Spiegel und R. Timman, Linearized Aerodynamie Theory for Wings of Circular Planform in Steady 
xr and Ta Incompressible Flow. Erscheint demnächst in ‚‚The Proceedings of the 9th International 
Congress of Applied Mechanics‘ (Brussel 1956). ; 

[2] E. FR Spie a Theory of the Circular Wing in Steady Incompressible Flow. N.L.L.-Bericht F. 189 (1957). 
[3] E. van Spiegel, Über singuläre Lösungen des Tragflächenproblems. N.L.L.-Bericht MP 148 (1957). 
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Probleme aus der Theorie der dreidimensionalen 
Grenzschichtströmung 
Von R. Timmann in Delft (Holland) 


Im zweidimensionalen Falle genügt die Vereinfachung, die die Grenzschichttheorie den 
Navier-Stokeschen Gleichungen gibt, gerade um für Laminarströmungen brauchbare Rechen- 
methoden zu entwickeln. Exakte Lösungen sind für manche Spezialfälle vorhanden und Nähe- 
rungsverfahren, wie das Pohlhausen-Verfahren (mit der Vereinfachung von Walz und Thwai- 
tes) ermöglichen eine für praktische Zwecke schnelle Berechnung. 

Für dreidimensionale laminare Grenzschichtströmungen ist die Lage aber ganz geändert. 

Die nicht-linearen partiellen Differentialgleichungen in drei unabhängigen Variablen sind der- 
maßen kompliziert, daß ein allgemeines Lösungsverfahren mit numerischen Methoden kaum aus- 
führbar ist. Deshalb ist man gezwungen, hier Näherungsverfahren zu entwickeln. 

Als exakte Lösungen sind hier die ähnlichen Lösungen vorhanden, die von Geis gefunden 
sind, in denen die Querströmung, die charakteristisch ist für wesentlich dreidimensionale Er- 
scheinungen in manchen Fällen, auftritt. 

Für die Berechnung der laminaren Grenzschichtströmung um willkürlich geformte Körper 
scheint das Pohlhausen-Verfahren, wie schon durch Prandtl in einer kleinen Note angedeutet 
wurde, geeignet. Das zweidimensionale Verfahren führt die partiellen Differentialgleichungen in 
zwei unabhängigen Variablen über in eine gewöhnliche Differentialgleichung in der Variablen x, 
der Bogenlänge. Im dreidimensionalen Fall aber entsteht durch Anwendung des Impulssatzes 
in Strömungsrichtung und senkrecht darauf ein System von zwei quasi-linearen partiellen Diffe- 
rentialgleichungen komplizierter Struktur. 

Die Genauigkeit des Verfahrens ist hier, wie im zweidimensionalen, abhängig von der Wahl 
der Geschwindigkeitsprofile. Sie ist hier aber schwieriger nachzuprüfen, weil exakte Ergebnisse 
fast nicht vorliegen. Die Lösungsmethode wird wesentlich kompliziert, weil das System der Differen- 
tialgleichungen bei jeder sachgemäßen Wahl der Geschwindigkeitsprofile, elliptisch ist. Nume- 
rische Lösungsmethoden sind hier im allgemeinen nicht vorhanden. 


Dr ae a u Kun 


ERTL URN SEE 
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r ‚Besondere Aufmerksamkeit muß den Randbedingungen gewidmet werden. Bei räumlichen 
Strömungen ist i. allg. ein Staupunkt vorhanden, der ein singulärer Punkt für die Differentialglei- 
chungen ist. 

Die Lösung wird bestimmt durch die Bedingung, daß sie in diesem Punkte regulär sein muß. 

Angesichts der Schwierigkeit der allgemeinen Lösung des Systems hat: Zaat eine Nähe- 
rungsmethode entwickelt, die für geringe Querströmung auf einfache Weise Ergebnisse liefert. 

Für das Lösungsverfahren werden Stromlinien-Koordinaten eingeführt. Zuerst werden die 
Ableitungen in Querrichtung vernachlässigt; man löst dann für jede Stromlinie zwei gewöhnliche 
Differentialgleichungen. Mittels einer Korrektur werden verbesserte Werte gefunden. 

Wenn man die Glieder, die der Querströmung in den gewöhnlichen Differentialgleichungen 
entsprechen, in erster Näherung vernachlässigt, bekommt man für jeden Stromfaden eine zwei- 
dimensionale Rechnung, die durch eine einfache Quadratur in der Querrichtung ergänzt wird. 
Die Methode ist angewandt auf die Strömung um ein schräg gestelltes Ellipsoid. 


. Erweiterung der Theorie der Taylor-Görtler- Wirbel 
Von H. Witting in Freiburg (Brsg.) 


Im Anschluß an die Untersuchungen von G. I. Taylor über die Instabilität der Strömung 
zwischen 2 rotierenden koaxialen Zylindern hat H. Görtler gezeigt, daß eine Grenzschichtströ- 


s Ä U 
mung (Grenzschichtaicke OMRe-— =, an einer konkaven Wand (konstante Krümmung 1/R) 


für genügend große Werte von Re Vz instabil ist gegenüber gewissen Wirbeln, deren Achsen in 


die Richtung der Stromlinien zeigen. Die Annahmen, daß alle Stromlinien durch Kreisbögen er- 
setzt werden können (speziell soll keine Veränderung der Grundströmung in Strömungsrichtung 


- vorliegen) und daß R > ö ist, laufen darauf hinaus, daß alle Stromlinien dieselbe Krümmung 1/R 


erhalten; das Görtler-Modell begünstigt also die Wirbelinstabilität und zwar um so mehr, je 
weiter die Wirbel über die Grenzschicht rausgreifen, je größer also der Abstand A zwischen 2 gleich- 
sinnig drehenden Wirbeln ist. 

Als ein die Krümmungsverhältnisse richtig wiedergebendes Modell wird die durch eine 
periodische Wandwelligkeit (Amplitude e) gestörte Plattenströmung in deren Wellentälern 
(Krümmung 1/R) betrachtet und zwar unter Vernachlässigung der Veränderung in Strömungs- 


richtung, die dort in 1. Näherung gerechtfertigt ist. Als Eigenwert ergibt sich wieder Re y2 Ä 
derseinen kleinsten Wert für einen gewissen endlichen Wirbelabstand annimmt und der einer Wand- 
amplitude in der Größenordnung von 10? Verdrängungsdicken der Plattengrenzschicht entspricht. 
Die Abhängigkeit von der Wellenlänge der Wandwelle und der Reynoldsschen Zahl wird diskutiert. 

Da nicht die Krümmung der Wand sondern die der Stromlinien die Wirbelinstabilität be- 
wirkt, läßt sich ebenso zeigen, daß eine primär gegen Tollmien-Schlichting-Wellen instabile 
Plattenströmung schon für Wellenamplituden in der Größenordnung von 10°? Verdrängungs- 
dicken der Plattengrenzschicht sekundär instabil ist gegenüber Wirbeln vom Typ der Taylor- 
Görtler-Wirbel. Wie bei der vorigen Fragestellung werden auch hier die wellenförmigen Strom- 
linien und die Linien konstanter Phase als Koordinatenlinien eingeführt. Dadurch wird ein zum 
Görtler-Modell weitgehend analoger formaler Aufbau des Eigenwertproblems erreicht. Ent- 
wickelt man Eigenwert und Eigenfunktionen nach der unter der Annahme e < ö berechneten 
Amplitude &,, so ergibt sich neben dem Eigenwert in 0. Näherung dessen 1. Korrektur sehr ein- 
fach und zwar mit Hilfe der Lösung des transponierten Systems. Die Theorie verlangt also keine 
Linearisierung hinsichtlich e; auch läßt sich so der Einfluß der Phasenverschiebung auf die Wir- 
belinstabilität leicht berechnen. Wegen Einzelheiten und anderen Erweiterungen sei auf eine in 
Kürze erscheinende ausführliche Arbeit verwiesen. 


Der senkrechte Verdichtungsstoß am gekrümmten Profil 


Von Jürgen Zierep in Aachen 
(Aus dem Institut für Theoretische Gasdynamik der Deutschen Versuchsanstalt für Luftfahrt e. V.) 
Vorgetragen von K. Oswatitsch 
Bei kompressibler Umströmung eines Profils wird das lokale Überschallgebiet in vielen 
Fällen durch einen Verdichtungsstoß stromabwärts zur Unterschallseite hin abgeschlossen. Ein 
solcher Stoß ist häufig beobachtet worden, siehe z.B. [1]. 


Die nichtlinearen gasdynamischen D 


Stoßgleichungen und der Randbedingung, die geo 


Körpernähe anzugeben. Er endet — bei stetiger 
Körper, allerdings mit unendlicher Krümmung, im Vortrag sei 
erhält man für die Stoßform einen Ast einer Neilschen Parabel. Wichtiger ı 
trische Gestalt ist der Verlauf von Druck und Geschwindigkeit unmittelbar h ıter de 
Der Druck nimmt in Stromrichtung über den Stoß hinweg sprunghaft zu, um di n 
mal rapide abzufallen — dies geschieht streng mit negativ unendlichem Differentialqu 
Diesem Vorgang entspricht eine’ starke Beschleunigung der Strömung, die sich güns! 
Anliegen der Grenzschicht auswirken dürfte. Dieser Effekt ist in [1] experimentell vollaufk 

Die angestellten Überlegungen sind auch für kompressible Gitterströmungen von 
tung, wo der Stoß unter Umständen von der einen Wand bis zur anderen reicht. 


wie im Vortrag b 


»ometrische 
Krümmung des 


Die ausführliche Veröffentlichung erscheint als DVL-Bericht und in der ZAMP. a 


[1] J. Ackeret, F. Feldmann und N. Rott: Untersuchungen an Verdichtungsstößen und Grenzschichten in 
schnell bewegten Gasen. Mitteilungen aus dem Inst. f. Aerodyn. der ETH Zürich Nr. 10 (1946). _ 


BUCHBESPRECHUNGEN 


L. Rosenhead, W.G. Bichley, €. W. Jones, L. F. 
Nichelson, H.H. Pearcey, C.K. Thornhill, B.C. 
Tomlinson, A Selection of Graphs for Use in 
Calculations of Compressible Airflow. X + 
1158. m. zahlr. Kurventafeln. Oxford 1954. Clarendon 
Press. Preis geb. 84 =. 

Der vorliegende Band ist als Gegenstück zu dem 
von demselben Redaktionsstab herausgegebenen 
Tabellenwerk ‚,A Selection of Tables for Use in Cal- 
culations of Compressible Airflow‘‘ gedacht. Die gra- 
phischen Darstellungen sind auf Grund dieser Ta- 
bellen und ünter Zuhilfenahme weiterer’einschlägiger 
Tafelwerke konstruiert worden. Die Maßstäbe wurden 
dabei so gewählt, daß eine für numerische Rechnungen 
ausreichende Ablesegenauigkeit gegeben ist. Bei den 
die isentropische Strömung und den senkrechten 
Stoß. betreffenden Darstellungen handelt es sich um 
einfache Kurven mit Ausnahme der Darstellung des 


dimensionslosen Drucks (p — ?}) 5 q7, wo dieMach- 


zahl der Anströmung als Parameter der Kurvenschar 
dient. Der Hauptwert des Tafelwerks besteht in der 
graphischen Darstellung der mit 2 Eingangswerten 
behafteten Beziehungen für den schrägen Verdich- 
tungsstoß mittels Kurvennetzen, die ein einfacheres 
Interpolieren ermöglichen als die entsprechenden 
Zahlentafeln. Dies gilt auch für die ebenfalls dar- 
gestellten Beziehungen für den reflektierten Ver- 
dichtungsstoß sowie für die Kegelströmung. 


Dresden. K. Krienes. 


M. Lagally u. W. Franz, Vorlesungen über 
Vektorrechnung. 5. Auflage. XX + 4628. mit 
92 Abb. Leipzig 1956. Akademische Verlagsgesell- 
schaft Geest & Portig K.-G. Preis geb. 22,— DM. 

Die bekannten Lagallyschen Vorlesungen über 
Vektorrechnung sind nach fast 30jähriger Pause, in 
der nur unveränderte Auflagen herausgebracht worden 
sind, von dem in Münster wirkenden theoretischen 
Physiker W. Franz neu bearbeitet worden. Die 
Vektoralgebra und die Theorie der von skalaren Para- 
metern abhängigen Vektoren einschließlich der ziem- 
lich weit gehenden Einführung in die Differential- 
geometrie sind dabei im wesentlichen unverändert 
geblieben. Dagegen wird jetzt der Theorie der Felder 
die Definition der Ableitung einer ortsabhängigen 
Größe nach dem Ortsvektor vorangestellt und mit 
ibrer Hilfe die Vektoranalysis aufgebaut. Man kann 
wohl sagen, daß die Darstellung dadurch noch an 
Einheitlichkeit und Geschlossenheit gewonnen hat. 
Die Dyadenrechnung und ihre Anwendungen in der 


Physik sind weitgehend von Lagally übernommen 
worden. Persönlich ist der Referent der Ansicht, daß 
man sich hier stattdessen des Matrizenkalküls be- 
dienen sollte, da dieser heute ohnehin zum alltäg- 
lichen mathematischen Rüstzeug gehören sollte. 
Völlig neu eingeführt ist ein Kapitel über Vektor- 
räume höherer Dimension und Cliffordsche Algebra, 
dem sich dann die schon bei Lagally zu findenden 
beiden letzten Kapitel über Transformationstheorie 
und Vektoren im Riemannschen Raum anschließen. 

Die Belebung der Darstellung durch ausführliche 
Hinweise auf die Physik tritt, entsprechend der 
Interessenrichtung des Bearbeiters, noch markanter 
als im ursprünglichen Werk in Erscheinung und 
bleibt auch nicht auf die Mechanik beschränkt. Im 
ganzen dürfte das Werk durch Umarbeitung noch ge- 
wonnen und seine Stellung als ein führendes deutsches 
Lehrbuch über diesen Gegenstand auch weiterhin 
gesichert haben. 


Dresden. H. Heinrich. 
N. J. Hoff (Head of Department of Aeronautical 
Engineering and applied Mechanics Polytechnie In- 
stitute of Brooklyn, Brooklyn, New York), The 
Analysis of Structures based on the Minimal 
Principles and the principle of virtual Dis- 
placements. New York u. London 1956. John 
Wiley & Sons, Chapman & Hall. Preis geb. 9,50 $. 
Die moderne Festigkeitslehre hat sich in den letzten 


Jahren mehr und mehr in einzelne Spezialgebiete ver- 


zweigt. Der Verfasser zeigt, wie sich die vielen Teil- 
gebiete einheitlicher, einfacher und leichter verständ- 
lich darstellen lassen, wenn systematisch auf die Grund- 
prinzipien der Mechanik Bezug genommen wird. Im 
Vordergrund stehen dabei das Prinzip der virtuellen 
Verschiebungen und die Minimalprinzipien. Die Dar- 
stellung soll auch in breiteren Kreisen der praktisch 
tätigen Ingenieure Verständnis für die inneren Zu- 
sammenhänge der Festigkeitslehre wecken. Der Ver- 
fasser hat versucht, den Inhalt anregend darzustellen, 
wobei nur die allernotwendigsten mathematischen 
Methoden vorausgesetzt werden. Durch geschickt ge- 
wählte praktische Rechenbeispiele erscheint der Text 
aufgelockert und der Anschauung näher gebracht. 
Die Hauptabschnitte sind: Prinzip der virtuellen Ver- 
schiebungen, Minimum des vollständigen Kräfte- 
potentials, Berechnungen von Knicklasten, Zusatz- 
energie und Methoden der kleinsten Energie. Der 
weitaus größte Teil der Beispiele bezieht sich auf 
Probleme der Flugzeugstatik. Im ersten Abschnitt 
nimmt insbesondere das Cross-Verfahren einen brei- 
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ten Raum ein. Der zweite Abschnitt beschäftigt sich 
u. a. mit Stäben großer Durchbiegung, mit Sandwich- 
platten und Knickbiege-Problemen, sowie Variations- 
verfahren. Der dritte Abschnitt enthält ebenfalls 
Variationsverfahren, ferner Knicklastberechnung 
eines Sandwich-Stabes, eines Stabes mit veränder- 
lichem Querschnitt für elastische Einspannung, sowie 


ein gemischtes Torsions-Knickbiegeproblem bei dünn- 


wandigen offenen Profilen. Im vierten Abschnitt 
werden u. a. statisch unbestimmte Systeme behandelt. 

In Anbetracht der Reichhaltigkeit des Inhalts und 
der geschickten Darstellung, die auch moderne Ver- 
fahren berücksichtigt, wird das Buch sicher in weiten 
Kreisen Anklang finden. 


München. H. Neuber. 


Waloddi Weibull, Folke K. G. Odgvist, Kolloquium 
über Ermüdungsfestigkeit. Stockholm 25. bis 
27. Mai 1955. XI + 339 S. m. 194 Abb. Berlin/ 
Göttingen/Heidelberg: 1956. Springer-Verlag. Preis 
geb. 46,50 DM. 

Auf Veranlassung der Internationalen Union für 
theoretische und angewandte Mechanik (IUTAM), 
veranstaltete das schwedische nationale Komitee für 
Mechanik vom 25.—27.5.1955 in Stockholm ein 
Kolloquium über Ermüdungsfestigkeit. Die hierbei 
gehaltenen Vorträge sind im vorliegenden Bande 
wiedergegeben. Ein Teil der Vorträge befaßt sich mit 
Erweiterungen der physikalischen und statistischen 
Auffassungen des Bruchvorganges, während andere 
Forscher versuchen, mit Hilfe besonders genauer 
experimenteller Methoden Aufschlüsse über die inneren 
metallurgischen Vorgänge der Veränderung des Ge- 
füges während des Dauerversuches bzw. bei der Aus- 
breitung des Bruchvorganges zu erhalten. Hierbei 
wurde z. T. auch der Temperatureinfluß und der Ein- 
fluß kombinierter Spannungszustände erörtert. Ver- 
besserte Röntgenverfahren dienten zur Untersuchung 
der Spannungsverteilung in der Umgebung von Ker- 
ben bei hoher Beanspruchung. Das Hauptziel vieler 
Forscher ist naturgemäß die von der technischen 
Praxis her besonders interessante Problemstellung, 
wie sie sich aus der Frage der Vorausberechenbarkeit 
der Dauerfestigkeit bei nicht prismatischen Bau- 
teilen ergibt. Für die Lösung dieses Problems wurden 
durch Ermittlung der maximalen Spannung nach 
einem und nach mehreren Lastwechseln bereits An- 
sätze gegeben. Die Zusammenstellung enthält außer- 
dem eine Reihe interessanter Bemerkungen der Dis- 
kussionsredner und gibt einen Überblick über den 
derzeitigen Stand der Forschung auf dem Gebiet der 
Ermüdungsfestigkeit. i 

München. H. Neuber. 

Dr. se. nat. Theo Ginsburg, Untersuchung über 
die dreidimensionale Potentialströmung 
durch axiale Schaufelgitter. Mitteilungen aus 
dem Institut für Aerodynamik der E. T.H. Zürich. 
798. m.36 Abb. Zürich 1956. Verlag Lehmann. Preis 
brosch. 15,25 SFr. 

Die Berechnungsverfahren zweidimensionaler Strö- 
mungsvorgänge sind so gut ausgearbeitet, daß sie die 
Lösung technischer Problemstellungen in kurzer Zeit 
erlauben. Handelt es sich aber um räumliche Strö- 
mungen, so schwillt der Rechenaufwand außer- 
ordentlich an. Der Ingenieur vereinfacht daher die 
Fließvorgänge bei axialen Strömungsmaschinen, in- 
dem er die Radialgeschwindigkeiten Null setzt. Er 
nimmt an, daß das Bild von koaxialen Schnittflächen 
in die Ebene abwickelbar sei und das Schaufelrad 
als ebenes gerades Flügelgitter nachgerechnet werden 
darf. Man kann aussagen, daß das Ersatzsystem die 
beste Annäherung an den tatsächlichen Verlauf 
bringt, wenn entweder die Schaufelzahl sehr groß ist 
oder die Nabe verglichen mit dem ummantelnden 
Zylinder großen Durchmesser hat. 


Über die Abweichungen im dazwischen liegenden 
Gebiet häufiger technischer Anwendungen waren bis- 
her nur qualitative Schätzungen gemacht worden. Der 
Verfasser behandelt einerseits das Problem rech- 
nerisch durch Belegen der Nabe und Mantel dar- 
stellenden koaxialen Zylinder mit Quellen und Senken 
sowie Darstellung der Schaufeln durch radiale Stab- 
wirbel; andererseits werden Analogiemessungen im 
elektrischen Trog für das räumliche und ebene Pro- 
blem vorgenommen. Die ermittelten Einflußfunk- 
tionen gestatten für beliebige Beschaufelungen die 
aus dem dreidimensionalen herrührenden Zusatz- 
geschwindigkeiten anzuschreiben. Die größten Unter- 
schiede sind in Naben- und Mantelnähe zu erwarten. 
Aufschlußreich ist das Beispiel eines vierschaufligen 
Kaplanlaufrades.. Die Krümmungsänderungen be- 
tragen 1%, die Differenzen in der Druckverteilung 
können bis zu 2%, ansteigen. Damit sind die üblichen 
Entwurfverfahren gerechtfertigt. Sie können aber 
Harn der vorliegenden Arbeit weiter verfeinert 
werden. 


Dresden. W. Albring. 


H. Richter, Wahrscheinlichkeitstheorie. 
(Grundlehren der mathematischen Wissenschaften, 
Bd. LXXXVL) XII + 435 Seiten m. 14 Abb. Berlin/ 
Göttingen/Heidelberg 1956. Springer-Verlag. Preis 
geb. DM 69,60. 

Im Gegensatz zur klassischen elementaren Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung (W.R.), die innerhalb der 
mathematischen Disziplinen eine fast mystische 
Sonderstellung einnahm, ordnet sich dank den bahn- 
brechenden Untersuchungen von A. Kolmogoroff, 
F.P. Cantelli, M. Frechetüu. a. m. die axiomatisch 
begründete, moderne Stochastik als Teilgebiet in die 
Mengen-, Maß- und Integrationstheorie ein. Ein ent- 
sprechendes, dem neuesten Stand Rechnung tragendes 
Lehrbuch in deutscher Sprache vermißte man im 
letzten Jahrzehnt schmerzlich. Diese Lücke füllt das 
vorliegende Werk dankenswerter Weise aus. 

Um die Lektüre das Buches unabhängig von den 
nötigen Vorkenntnissen zu machen, entwickelt Verf. 
in Kap. I die mengen- und maß-theoretischen Grund- 
lagen und in Kap. IV die Elemente der allgemeinen 
Integrationstheorie, soweit sie für die W.-Theorie 
wichtig sind. In Kap. II wird der W.-Begriff im Hin- 
blick auf seine Anwendungen in den Naturwissen- 
schaften anschaulich vorbereitet, in Kap. III die W. 
als objektive Größe implizit durch Axiome festgelegt, 
aus denen die Elemente der Stochastik: Rechen- 
regeln, Bayes-Theorem, Zufallsvariablen, hergeleitet 
werden. Von den sonst üblichen Axiomensystemen 
weicht das des Verf. durch möglichst schwache For- 
mulierung ab; Additivität und Multiplikationssatz 
der W. werden nicht axiomatisch gefordert, sondern 
aus schwächeren Axiomen mittels ‚natürlicher‘ 
Maßstabfestsetzung erschlossen. Es folgt der Über- 
gang zur abstrakten W.-Theorie allgemeiner W.- 
Felder und in Kap. V die rein maßtheoretisch orien- 
tierte Theorie zufälliger Größen auf ihnen (W.-dichte, 
Unabhängigkeit, Erwartungswert und Momente, be- 
dingte Erwartungswerte und Verteilungen, charak- 
teristische Funktionen). Kap. VI behandelt die üb- 
lichen speziellen Verteilungen, wobei sich durch andere 
Anordnung und Verflechtung des Stoffes vielleicht 
klarere Übersicht und größere Einfachheit hätte er- 
zielen lassen. Das abschließende Kapitel VII ist der 
sorgfältigen Darstellung des besonders wichtigen 
Fragenkomplexes der Konvergenz zufälliger Größen 
gewidmet und behandelt nach sauberer Trennung der 
verschiedenen Konvergenzbegriffe deren allgemeine 
Zusammenhänge und Eigenschaften, die Grenzwert- 
sätze für Bernoulli-Experimente, allgemeine Kon- 
vergenzkriterien und den zentralen Grenzwertsatz. 

Daß Verf. aus Raumgründen auf die Theorie der 
stochastischen Prozesse und die dahin gehörenden 
Markoff-Ketten verzichtet und auch auf die in- 


direkte Rückschlußtheorie und seine eigenen, auf 
zusätzlichen subjektiven Komponenten des W. Be- 
griffes fußenden Beiträge zu derselben nicht eingeht, 
kommt der Einheitlichkeit und Geschlossenheit des 
behandelten Stoffes zugute, der überall so gewissen- 
haft durchdacht und sorgfältig formuliert ist, wie es 
dem erstrebten Ziel entspricht. Vielleicht ist Verf. in 


diesem lobenswerten Streben nicht überall der Gefahr 


entgangen, die Dinge komplizierter darzustellen, als 
unbedingt nötig ? N 

Das schwierige und anspruchsvolle Buch eignet 
sich zweifellos für den Mathematiker, der, mit der 
W.-Rechnung (etwa durch W.G. Ackermanns 
recht empfehlenswerte ‚Einführung‘, 1955) und 
mathematischen Statistik cum grano salis vertraut, 
das Bedürfnis zur mathematisch exakten Durch- 
dringung des Stoffes und zur Einordnung und Aus- 
dehnung seiner Kenntnisse in umfassenderem Rahmen 
spürt, und ist diesem Leserkreis sehr zu empfehlen. 
Hingegen gehört es wohl nicht in die Hände des An- 
fängers, der naturgemäß zunächst einen anschau- 
lichen und leicht verständlichen Einblick in die Be- 
griffe und Probleme der Stochastik braucht und sucht. 
— Übungsaufgaben runden die einzelnen Kapitel ab. 

Einige kleine Einwände: Bei den auf Seite 242—243 
benutzten Stirling-Zahlen 2. und 1. Art erschiene 
Ref. Erwähnung ihrer Tabulierung (z.B. R.A. 
Fischer u. F. Yates) und mathematisch reizvollen 
Eigenschaften angebracht; störende Druckfehler: 
8. 216, 433: kumuliert, kumulativ; S. 300 vorletzte 
Zeile: 2% statt 2,; 8. 302, vorletzte Zeile: a, statt as; 
S. 348, Formel (3.6), letzter Faktor: (2 m — 3)/y? 77? 
statt (2 m — 1)/y? ”. 


Bad Nauheim. M. P. Geppert. 

.H. L. Dryden and Th. von Kärmän, Advances In 
Applied Mechanics, Bd.4. X + 4138. m. zahl- 
reichen Abb. New York 1956. Academic Press. 
Preis geb. 10,— s. 

Die Reihe ‚‚Advances in Applied Mechanics‘ zählte 
bisher 3 Bände. Seit dem Erscheinen des dritten 
Bandes ist Richard von Mises gestorben. Mises 
war nicht nur der Initiator, sondern auch der Haupt- 
verantwortliche für die einzelnen Mitteilungen, der es 
stets verstanden hatte, bedeutende Autoren für ge- 
sondere Probleme der angewandten Mechanik zu ge- 
winnen. Dieses Aufgabe wird nun von den Herren 
H.L. Dryden und Th. v. Kärmän weitergeführt. 
Der vorliegende vierte Band bringt zunächst wesent- 
liche Ergänzungen zur Grenzschichttheorie, welche in 
der letzten Zeit nicht nur auf dem Gebiet der Aero- 
dynamik an Bedeutung zugenommen hat, sondern 
auch im Schiffbau, in der Hydraulik, in der Meteoro- 
logie, in der Ozeanographie, u. a. auch in der Medizin 
zur Beurteilung der Strömungsvorgänge von Flüssig- 
keiten und Gasen im menschlichen Körper. Claus er 
gibt einen Beitrag zum turbulenten Grenzschicht- 
problem. Moore behandelt ausführlich eine Reihe 
von dreidimensionalen Problemen der Grenzschicht- 
theorie. Ein Beitrag von Doyle und Ericksen be- 
zieht sich auf Methoden der: Vektor- und Tensor- 
rechnung in ihrer Anwendung auf Probleme der nicht- 
linearen Rlastizitätstheorie. Physikalische und sta- 
tistische Gesichtsspunkte bei Problemen der Er- 
müdungsfestigkeit werden von Freudenthal und 
Gumbel behandelt. Einen Beitrag zur Dislokations- 
theorie der Metallplastizität gibt Schoeck. Die auf 
Poincar6 zurückgehende mathematische Methode 
der Störungsrechnung, welche von Lighthill durch 
Einführung der sogenannten ‚‚Koordinatenstörung‘ 
hinsichtlich der Vermeidung von Singularitäten ver- 
bessert wurde, durch Kuo eine elegante Anwendung in 
der Theorie der laminaren inkompressiblen Grenz- 
schichttheorie gefunden hat und mit Rücksicht auf 
diese drei Forscher den Namen PLK-Methode trägt, 
wird durch Tsien in übersichtlicher Form dargelegt. 
Schließlich gibt Ziegler einen Bericht über die neueren 


schaftlichen Stand dieser Bu sc 

breitung auch des vierten Bandes in Fac| 

erwarten. FREE 
München. . ee 


Aris Phillips (Prof. a. d. Yale University), Intr 
duction to Plasticity. +2 . m Ire 
chen Abb. New York 1956. The Ronald Press Com- 

any. Preis geb. 7.— Ss. ri big i aka 
E Yen Marfcek gibt eine Einführung in die Grund- 
lagen der Plastizitätstheorie vom Standpunkt der 
Spannungsberechnung des praktischen Konstruk- 
teurs. Es handelt sich im wesentlichen um einen Aus- 
zug aus seinen Vorlesungen an der Universität Stan- 
ford, der nicht nur für die Studierenden der unteren 
Semester des ıIngenieurstudiums, sondern auch für 
Ingenieure aus der Praxis gedacht ist. Die mathe- 
matischen Hilfsmittel sind auf das Mindeste be- 
schränkt, sogar der Tensorbegriff ist vermieden. Die 
ersten sechs Kapitel des Buches behandeln nur ein- 
dimensionale Probleme, weitere drei Kapitel sind 
mehrachsigen Spannungszuständen gewidmet. Nach 
einfachen Vorbetrachtungen werden plastische Span- 
nungsverteilungen in Stab- und Rahmenwerken be- 
handelt, wobei u. a. auf die Vorteile der Methode der 
vollkommenen Plastizierung hingewisen wird. Weiter- 
hin werden Grundlagen zur Berechnung der Durch- 
biegung in statisch bestimmten und statisch unbe- 
stimmten Systemen gegeben, wobei das Prinzip der 
virtuellen Arbeit herangezogen wird. Diese vor- 
wiegend eindimensionalen Darlegungen enden mit der 
Behandlung der gekrümmten Stäbe. Bei Erörterung 
der Spannungs-Verformungsbeziehungen im plasti- 
schen Bereich diskutiert Verfasser die Theorie der 
kleinen Zuwüchse und stellt sie experimentellen Er- 
gebnissen gegenüber. Weitere Ausführungen sind der 
Berechnung der Bruchlast von Bauteilen mit über- 
lagerten Spannungszuständen und teilweiser Plasti- 
zierung gewidmet. Abschließend behandelt der Ver- 
fasser auch das Verfestigungsproblem und bleibende 
Deformationen mit Bezug auf rotationssymmetrische 
Spannungszustände. Einzelne theoretische Ergän- 
zungen, welche das Verständnis des Buches im laufen- 
den Text erschweren würden, findet der Leser in 
einem Anhang. Für die Anwendung der einzelnen 
Rechenverfahren werden innerhalb des Buches 87 Bei- 
spiele durchgerechnet. 

Innerhalb der neueren Festigkeitslehrbücher füllt 
das Buch insofern eine Lücke, als seither gerade über 
Plastizitätstheorie nur Bücher mit vorwiegend theo- 
retischem Inhalt zur Verfügung stehen. Der verständ- 
lich gehaltene Text mit der Blickrichtung auf die 


technische Anwendung und die zahlreichen Rechen- 


beispiele werden dem Buche viele Freunde sichern. 
München. H. Neuber. 


B. L, van der Waerden, (Prof. a. d. Univ. Zürich), 
Mathematische Statistik. (Grundlehren der - 
mathematischen Wissenschaften, Bd. LXXXVII) 
IX -+ 360 Seiten m. 39 Abb. u. 13 Zahlentafeln. 
Berlin/Göttingen/Heidelberg 1957. Springer-Verlag. 
Preis geb. 49,60 DM, geh. 47,— DM. 

Mit dem vorliegenden Werk, das H. Richters 
„Wahrscheinlichkeitstheorie‘“ unmittelbar folgt, er- 
wirbt sich der Berliner Springer-Verlag ein weiteres 
wesentliches Verdienst um die Beseitigung des seit 
dem letzten Kriege herrschenden Mangels an ernst zu 
nehmenden deutschen Lehrbüchern auf dem Ge- 
biete der Stochastik und der in den letzten Jahr- 
zehnten besonders stürmisch fortgeschrittenen 
stochastischen Statistik. Aus langjähriger Beschäfti- 
gung mit praktischen Anwendungen, insbesondere Be- 
ratung hilfesuchender Volkswirtschaftler, Mediziner, 
Physiologen, Biologen, Ingenieure in statistischen 
Fragen, und aus Vorlesungen des Autors über Fehler. 


IX +2308. m. zahlrei- 
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MUTTER 1 


RAN N LNRON TRIER WER ENRETEENN 


Buchbesprechungen 


rechnung und Statistik hervorgegangen, soll das Buch 
eine Einführung in die mathematische Statistik geben, 


ohne stoffliche Vollständigkeit zu erstreben. Bewußt 
verzichtet daher Verf. auf die modernen Theorien der 
Sequenzteste, Entscheidungsfunktionen und stochasti- 
schen Prozesse sowie auf die multivariable sta- 
tistische Analyse. Gegenstand des Buches ist nicht 


so sehr die exakte axiomatische begriffliche Grund-. 


legung, für welche Verf. auf einschlägige Werke 
anderer Autoren verweist, noch der konsequente, 
systematische, lückenose Aufbau des Gesamtgefüges 
der mathematischen Statistik in ihrer heutigen Ge- 
stalt oder letzte Strenge der mathematischen Beweis- 
führung, sondern vielmehr die lebendige Darstellung 
und Begründung der wichtigsten Prinzipien und 
Methoden und deren Erläuterung an — der eigenen 
Praxis entstammenden — Zahlenbeispielen. Mit 
glücklichem didaktischem Geschick führt Verf. den 
Leser in 13 Kapiteln (Allgemeine Grundlagen; Wahr- 
scheinlichkeiten und Häufigkeiten; mathematische 
Hilfsmittel; empirische Bestimmung von Verteilungs- 
funktionen, Mittelwerten und Streuungen; Fourier- 
Integrale und Grenzwertsätze; Gaußsche Fehler- 
theorie und Students Test; Methode der kleinsten 
Quadrate; Schätzung unbekannter Konstanten; Aus- 
wertung beobachteter Häufigkeiten; Bio- Auswertung; 
Prüfung von Hypothesen durch Tests; Anordnungs- 
tests, Korrelation), für deren sachliche und logische 
inhaltliche Verknüpfung allerdings ein unentbehr- 
liches Struktur-Schema beigegeben ist, mühelos durch 
das Dickicht der nunmehr klassischen Theorie der be- 
sonders liebevolle Behandlung erfahrenden Schätz- 
und Testmethodik, und darüber hinaus in die vom 
Verf. selbst durch den X-Test bereicherte Methodik 


“ der verteilungsfreien Tests, wobei stets sorgfältige 


Untersuchungen der Teststärke (power) im Vorder- 
grund stehen. Hier kommt erfreulicher Weise nicht 
nur die anglo-amerikanische Schule zum Wort, son- 
dern auch kontinental-europäische Schulen (u. a. die 
niederländische und russische). Ein Tabellenanhang, 
der außer Normal-, x2-, Student-, F-Verteilung auch 
Tafeln für Kolmogoroff-, Zeichen-, Wilcoxon- und 
X-Test um faßt, ermöglicht die praktische Anwendung 
der geschilderten klassischen und verteilungsfreien 
Methoden. 

Das mathematische Niveau ist bewußt uneinheit- 
lich; Differential- und Integralrechnung, analytische 
Geometrie, Elemente der Funktionentheorie und der 
Lebesgueschen Integrationstheorie werden voraus- 
gesetzt; weitere Hilfsmittel: Mehrfachintegrale, Po- 
larkoordinaten, Beta- und Gammafunktion, Fourier- 
Integrale, orthogonale Transformationen, quadratische 
Formen und ihre Invarianten, werden in besonderen 
Kapiteln behandelt. Bei den Beweisen werden geo- 
metrische Überlegungen und orthogonale Transfor- 
mationen bevorzugt, während Matrizenschreibweise 
nur wenig Verwendung findet. Einzelne Kapitel sind 
ohne nennenswerte Vorkenntnisse verständlich. 

Mag auch der strenge Mathematliker oder zünftige 
Statistiker an Einzelheiten, insbesondere an recht 
weitherzigen praktischen Empfehlungen (z. B. x?-Test 
ohne Korrektur für kleine Zahlen) und Approxi- 
mationen, an der nach Ansicht der Ref. nicht immer 
glücklichen Verdeutschung der englischen Fachaus- 
drücke und Wahl der Symbole, vielleicht Anstoß 
nehmen, so ist trotzdem das mehr liebenswürdigen 
Charme als rigorose Ordnung aufweisende Lehrbuch 
grade dem Mathematiker wärmstens zu empfehlen, 
der in den Geist der Materie einzudringen wünscht 
und hierbei nicht abgeschreckt, sondern zu späterem 
systematischerem Studium des Gebietes angeregt und 
vorbereitet werden soll. 

Entstellende Druckfehler: $. 35, (11); S. 59, Zeile 6 
v.u.; 8. 75, Zeile 7 v. u.; S. 112, Zeile 8 v. u.; 8. 129, 
(22); 8.173, (1), (2); S. 204, Zeile 6; $. 223, Zeile 14: 
x2/2 statt x2; 8. 261, (10); S. 272, (10); S. 283, Zeile 5: 
normal statt gleich; $.288, Zeile 8 v. u.: 3,20 statt 3,314 


S. 302, (25); S. 303, (28), (29), (31); S. 307, (14); SERIEN 
(13); S. 313, (21), (23), (24): konstanter Faktor und 
Exponent; $. 323, Zeilen 5, 6 v. u. > statt <. 


Bad Nauheim. M.P. Geppert. 


Stephen H. Crandall (Associate Professor Massa- 
chusetts Institute of Technology), Engineering 
Analysis. A Survey of Numerical Procedures. 
417 S. m. 169 Abb. New York/Toronto/London 1956. 
McGraw-Hill Book Company, Inc. Preis 9,50 $. 

' Das vorliegende Buch behandelt in der Hauptsache 
Probleme der Praktischen Analysis. Es teilt den Stoff 
in drei Abschnitte: Gleichgewichts-, Eigenwert- und 
Fortpflanzungsprobleme, u. zwar werden zunächst im 
Kapitel I—IlI solche Probleme behandelt, bei denen 
es sich um endlich viele Freiheitsgrade handelt, wäh- 
rend in Kapitel IV—VI kontinuierliche Systeme be- 
trachtet werden. Mathematisch ergibt sich dabei 
folgendes: Kapitel I und II führt auf gewöhnliche 
algebraische Gleichungen, während die Probleme in 
Kapitel III durch simultane Differentialgleichungen 
mit vorgeschriebenen Anfangsbedingungen charakteri- 
siert sind. Die in Kapitel IV und V behandelten Fra- 
gen führen weiter auf partielle Differentialgleichungen 
mit geschlossenen Grenzbedingungen, und die in Ka- 
pitel VI auf solche Gleichungen mit offenen Grenz- 
bedingungen. Dabei werden in Kapitel I, III, IV 
und VI lineare und nichtlineare Probleme diskutiert, 
während die Behandlung von Kapitel II und V sich 
auf lineare Probleme beschränkt. Der Aufbau der 
einzelnen Abschnitte ist folgender: Zunächst werden 
einige repräsentative Beispiele gegeben, die auf die 
einfachste Form reduziert werden. Daran anschlie- 
ßend werden die klassischen Methoden zu ihrer Be- 
handlung erläutert und soweit wie möglich die ein- 
zelnen Probleme behandelt. Am Schluß werden dann 
eine Reihe von Problemen als Übungsaufgaben mit 
Hinweis auf die Lösungen gestellt. So ist ein aus- 
gezeichnetes Buch entstanden, dem man eine weite 
Verbreitung wünschen möchte. 


Dresden. Willers. 


C. Carath6odory, Gesammelte Mathematische 
Schriften. Verlag ©. H. Beck, München. 
Band TI: 1954, XV + 4268. Preis geb. 42,— DM 
Band II: 1955, XII + 4578. Preis geb. 46,—, geh. 


41,— DM. 

Band III: 1955, IX + 4648. Preis geb. 46,—, geh. 
41,— DM. 

Band IV: 1956, IX + 494 S. Preis geb. 48,—, geh. 

i 43,— DM. 

Band V: 1957, XV + 4478. Preis geb. 48,—, geh. 
43,— DM. 


Es ist das Verdienst der Bayrischen Akademie der 
Wissenschaften, den Plan für die Herausgabe der ge- 
sammelten mathematischen Abhandlungen Cara- 
th&odorys gefaßt und in die Tat umgesetzt zu haben. 
Noch zu Lebzeiten des Verfassers (1944) wurde unter 
dessen Leitung mit den Vorarbeiten begonnen; ins- 
besondere verdankt man ihm die bis ins einzelne 
gehende Anordnung des Stoffes aller fünf Bände, in 
die nur Zeitschriftenartikel, einige wenige unver- 
öffentlichte Arbeiten und Referate aufgenommen 
wurden. Die Lehrbücher und Monographien sind 
nicht in das Werk einbezogen worden. 

Die Herausgabe der Bände lag nach dem Tode 
Carath&odorys (1950) in den Händen einer Kom- 
mission namhafter Mathematiker unter der Leitung 
von H. Tietze, dessen Initiative man insbesondere die 
schnelle und sorgfältige Fertigstellung verdankt. 

Es ist selbstverständlich unmöglich, sämtliche in 
den fünf Bänden abgedruckte Abhandlungen auch 
nur andeutungsweise zu würdigen. Der Referent will 
vielmehr nur einen Überblick über das mathematische 
Wirken Carath&odorys geben mit besonderen Hin- 
weisen auf diejenigen Arbeiten, zu denen ein Leser der 
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deren Ergebnisse sich im ersten und einem 9: 
Teil des zweiten Bandes finden. Neben einer F 


—— 


Das wohl umfangsreichste Gebiet de 


Carath6odorys betrifft die Va 


von Arbeiten zur „‚allgemeinen Theorie‘, bei der die 
Methode der geodätischen Aequidistanten eine ent- 
scheidende Rolle spielt, sind seine Untersuchungen 
über diskontinuierliche Lösungen, insbesondere seine 
Dissertation (Göttingen 1904) und seine Habilitations- 
schrift (Göttingen 1905), ferner seine Erweiterung der 
klassischen Theorien auf mehrfache Integrale und die 
geometrischen Methoden zu nennen. Besonders zu 
begrüßen ist es, daß sich hier auch der Artikel ‚‚Va- 
riationsrechnung‘‘ aus dem bekannten Sammelwerk 
von Frank — v. Mises findet. ' 

Weitere Untersuchungen Caratheodorys er- 
strecken sich auf verschiedene Zweige der Funktionen- 
theorie (dritter und ein Teil des vierten Bandes), vor 
allem auf die folgenden Problemkreise: Picardsches 
Problem, Koeffizientenproblem, Schwarzsches Lem- 
ma, konforme Abbildungen, normale Funktionen, 
Funktionen von mehreren Veränderlichen. — Eine 
Reihe Abhandlungen über reelle Funktionen (Maß- 
theorie, eindeutige Abbildungen, Erweiterung des 
Integralbegriffes) (vierter Band) und einige wenige 
Abhandlungen über geometrische Fragen und par- 
tielle Differentialgleichungen (fünfter Band) vervoll- 
ständigen seine Publikationen über rein theoretische 
Gegenstände. 

Demgegenüber finden sich, was für den Leser der 
Z. angew. Math. Mech. von besonderem Interesse sein 
dürfte, wichtige Untersuchungen auf dem Gebiete der 
geometrischen Optik, wobei insbesondere auf das 
parabolische Spiegelteleskop, auf die elementare Theo- 
rie des Spiegelteleskops von B. Schmidt (mit nume- 
rischen Resultaten) und auf den B. Schmidtschen 
Projektionsapparat (nachgelassenes Manuskript) hin- 
gewiesen sei. — Eine Anzahl Untersuchungen Cara- 
theodorys über Probleme der Mechanik betreffen 
zwei größere Arbeiten über die Hencky-Prandtl- 
schen Kurven und den Schlitten (Z. angew. Math. 
Mech. 3 (1923) und 13 (1933)). Vor allem aber finden 
sich hier seine grundlegenden Beiträge zur theore- 
tischen Physik, die sich mit der Axiomatik der 
Thermodynamik und der speziellen Relativitäts- 
theorie beschäftigen. Erwähnt seien noch einige Ar- 
beiten über himmelsmechanische Probleme, wie über 
das Zwei-Körper-, Drei-Körper-Problem und die 
Keplerschen Planetenbewegung (zweiter Band). 

Abschließend sind in den fünften Band historisch- 
biographische Aufsätze, ferner Aufsätze verschiedenen 
Inhalts und eine Reihe von Besprechungen über be- 
kannte Lehrbücher und einige wichtige Zeitschriften- 
aufsätze aufgenommen worden. 

Die fünf Bände sind in vorzüglicher Ausstattung 
vom Verlag herausgebracht und mit einer Reihe ven 


Fotografien und faksimilierten Manuskriptseiten aus- 


gestattet worden. 


Dresden. M. Hasse. 

A. Khintehine, Kettenbrüche. (Mathematisch- 
naturwissenschaftliche Bibliothek, Band 3) VI-+-96 8. 
Leipzig 1956. DB. G. Teubner Verlagsgesellschaft, 
Preis geb. 5,40 DM. 

Das vorliegende Bändchen stellt eine didaktisch 
hervorragende Einführung in die Theorie der Ketten- 
brüche dar. Das Büchlein ist leicht faßlich geschrie- 
ben. Für den letzten Abschnitt sind geringe Vor- 
kenntnisse aus der Maßtheorie der linearen Mengen 
notwendig. Kapitel A behandelt die grundlegenden 
Eigenschaften des Kalküls. Kapitel B ist der Dar- 
stellung von (reellen) Zahlen durch Kettenbrüche 
gewidmet. Näherungsbrüche als (in einem gewissen 
Sinne) beste Approximationen reeller Zahlen und 
allgemeine Approximationsgesetze (Satz von Tsche- 
byschew) werden hier betrachtet; der Schluß des 


‚örtert also 


Menge reeller Zahle: 
gewisse vorgegeben { aften 

men läßt. Im Mittelpunkt dieser Bet 
steht ein bekanntes von Gauß formuliertes - 
Beweis dure 


und sein (erst 1928 erschienener) dure 
Kusmin. ara iu sis SER 


Dresden. erg 
- IE 4 eh 

E. Kamke, Das Lebesgue-Stieltjes-Int 
VI-+226 S. m. 22 Fig. Leipzig 1956. B. G. Teubne 
Verlagsgesellschaft. Preis geb. 20,— DM. i . 

Das vorliegende Lehrbuch ist eine völlige Neubear- 
beitung des vor über 30 Jahren erschienenen Büchleins Se 
„Das Lebesguesche Integral. Eine Einführungindie 
neuere Theorie der reellen Funktionen‘. Es vermit- 
telt einen bequemen Zugangzum Lebesgue-Stielt- 
jes-Integral (im n-dimensionalen Raum). Kapitel I 
beschäftigt sich ausführlich mit Punkt- und Inter- 
vallmengen, so daß der Leser auch in dieser Richtung 
keine besonderen Vorkenntnisse benötigt. Das Ka- 
pitel enthält u.a. die für den Gegenstand erforder- 
lichen Begriffe aus der Mengenlehre und schließt mit 
den Überdeckungssätzen von Borelund Lindelöf. 
Kapitel II geht auf Inhalt und Maß ein (das Cara- 
th&odory-Maß wird kurz behandelt) und brinst di- 
verse Untersuchungen über das Lebesgue-Maß (In- . 
varianz des Maßes gegenüber Bewegungen, nicht- 
meßbare Mengen, Überdeckungssatz von Vitali-Car- 
theodory). Kapitel III behandelt die meßbaren 
Funktionen und die Konvergenz von Funktionen- 
folgen (Konvergenz fast überall, fast gleichmäßige 
Konvergenz, Maßkonvergenz, Satz von Egoroff). 
Hier findet man auch den wichtigen L usinschen Satz. 
Der Schwerpunkt des Buches liest im vierten Kapitel, 
wo eingehend das Lebesgue-Stieltjes-Integral 
nebst verschiedenen Anwendungen (Konvergenz im 
quadratischen Mittel, Entwicklung nach Orthonormal- 
systemen, Satz von Fischer und Riesz) betrachtet 
wird. Ein Kapitel über das Perron-Integral be- 
schließt das Buch, das jedem, der eine gut fundierte 
Einführung in das vorliegende Gebiet sucht, aufs 
wärmste empfohlen werden kann. 


Dresden. 


M. Landsberg. 


Milan Vidmar, (o. Prof. a. d. Univ. Ljubljana) Die 
Transformatoren. 3. vollständig umgearbeitete 


"Aufl. 630 S. m. 321 Abb. u. 2 Tafeln. Basel und 


Stuttgart 1956. Birkhäuser Verlag. Preis geb. 68.— 
SFr., brosch. 64,— SFr. 

Wie bei keinem anderen ist es bei dem Buch von 
Vidmar wichtig, die Vorworte zu lesen. Der Ver- 
fasser wendet sich mit seiner 3. Auflage ebenso wie 
mit den vorhergehenden an diejenigen, die die offenen 
und drängenden Probleme des Transformatorenbaues 
wirklich, d.h. mit eigener schöpferischer Initiative, 
lösen wollen, weniger an die, die ein „Kochrezept 
des Transformatorenbaues“ suchen. Im Sinne seines 
Wunsches im Vorwort zur 1. Auflage kann jeder ‚„‚dem 
Buch ablesen‘, daß der Verfasser ‚10 Jahre lang im 
Transformatorenbau gelebt hat. Gelebt im vollen 
Sinne des Wortes. Gedacht, gefühlt, gelitten und 
genossen.“ Dabei muß sich der Leser allerdings dar- 
auf einstellen, daß Vidmar technischer Schriftsteller 
sein will und nicht Verfasser eines wohlgeordneten 
Lehrbuches etwa für den Neuling. Er entwirft gele- 
gentlich mit einer gewissen dichterischen Freiheit 
bei dem Umgang mit technischen Begriffen und 
physikalischen Vorstellungen ein recht subjektives 


Tr. mator — das ler va Werke in ge- 
igend starkem Maße berücksichtigt. Ein sehr großer 


Pu 


Zt grundlegenden ‚ Wachstumsgesetze 

weise lediglich in einem ersten Hilfswachstumsge- 
setz verankert. 
_ durch zugrunde gehen, daß ihre Isolation durch- 


des Buches wird der Wärmebilanz gewidmet. 


z N verhältnismäßig wenige Kapitel sprechen von 


der Isolation. ‚Sie wird bei der Formulierung der drei 
bezeichnender- 


Da sehr viele Transformatoren da- 


schlägt, wird sicher in Zukunft der Vorausberechnung 


der Isolierungen ein mindestens ebensogroßes Inter- 


esse zugewendet werden müssen, wie der Wärme- 


bilanz. 


Das Buch von Vidmar ist jedem am langfon- 
matorbau interessierten Fachkollegen zu empfehlen. 


Da es interessant und frisch geschrieben ist, kann 


man es zum großen Teil lesen und braucht es nicht 
wie ein Lehrbuch sonst zu studieren. Vidmar hat es 
verstanden, aus der Schilderung der historischen 
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Jahre 1956 zu erkennen, wie sich das Bild eines so 

wichtigen technischen Gerätes wie des Transforma- 
tors in der Vorstellung eines anerkannten Inge- 
nieurs wandelt. 

In den 8 Hauptkapiteln des Ba werden alle . 
wichtigen Fragen angeschnitten: 

Wesen und Gestalt des Transformators, S. 25104; 

Wesen des Drehstromtransformators, S. in 

Wärmeabfuhr, S. 190—341; 

Eisenkern, Leerlauf, Eiischelietrometeß, 

S. 346—413; 
Wicklungen, S. 422—561; ’ 
Randprobleme des Transformatorbaues, 
S. 567—577; 
Entwurf und Beispiele von ausgeführten ae 
matoren, 8. 581—622. 

Das Literaturverzeichnis enthält Hinweise auf 
deutsche, österreichische, englische, französische, 
schweizerische, tschechische, amerikanische und so- 
wjetische Quellen. 


Dresden. F. Obenaus. 


- Die besprochenen und angezeigten Bücher sind durch den Buchhandel zu beziehen. 


EINGEGANGENE BÜCHER 


Bei der Schriftleitung sind folgende Bücher eingegangen (ausführliche Besprechung bleibt vorbehalten). 


Dr.-Ing. habil. Ernst Kohl (o. Prof. a.d. T.H. 
Braunschweig), Praktische Winke zum Stu- 
dium der Statik. Grundlagen, Anwendungen, 
Rechenkontrollen. VIII + 224 S. m. 208 Abb. Ber- 
lin/Göttingen/Heidelberg 1957. Springer-Verlag. Preis 
geb. 18,— DM. 


A. Pfluger (Prof. a. d. ETH. Zürich), Theorie der 
Riemannschen Flächen. (Die Grundlehren der 
Mathematischen Wissenschaften in Einzeldarstel- 
lungen mit besonderer Berücksichtigung der An- 
wendungsgebiete, Bd. LXXXIX). XII + 2488. m. 
5 Abb. Berlin/Göttingen/Heidelberg 1957. Springer- 
Verlag. Preis geb. 39,20 DM. 


A.F.Donovan und H.R. Lawrence, Aerodyna- 
mic Components of Aircraft at High Speeds, 
(High Speed Aerodynamics and Jet Propulsion, Vol. 
VII). XIV + 845 S. m. zahlr. Abb. Princeton, New 


Jersey 1957. Princeton University Press. Preis geb. 
17,50 $. 

H. Rutishauser (Prof. a.d. ETH. Zürich), Der 
Quotienten-Differenzen-Algorithmus. (Mit- 


teilungen aus dem Institut für angewandte Mathe- 
matik der ETH. Zürich, Nr. 7). 74 8. Basel/Stuttgart 
1957. Birkhäuser Verlag. Preis brosch. 8,50 SFr. 


Dr.-Ing. habil. Robert Kraus (Prof. am Indian In- 
stitute of Technology). Getriebelehre, Bd. III: 
Maßbestimmung. 336 S. m. 200 Abb. u. 3 Tafeln. 
Berlin 1956. VEB Verlag Technik. Preis geb. 
19,— DM. 


H. 6. Küssner, Aeroelastische Aufgaben des 
Flugzeugbaus (Mitteilungen aus dem Max-Planck- 
Institut für Strömungsforschung, Nr. 14). 32 S. m. 
15 Abb. Göttingen 1957. Selbstverlag des Max- 
Planck-Instituts für Strömungsforschung. Preis geh. 
4,— DM. 


6. v. Gorup, Formeln und Tabellen für ein 
den Hankelschen Zylinderfunktionen ver- 
wandtes Integral. (Mitteilungen aus dem Max- 


Planck-Institut für Strömungsforschung, Nr. 15). 
588. m. 2Abb. Göttingen 1957. Selbstverlag des 
Max-Planck-Instituts für Strömungsforschung. Preis 
7,— DM. 


Fünfzig Jahre Relativitätstheorie, Bern, 
11.—16. Juli 1955. Helvetica Physica Acta, Supple- 
mentum IV. Herausgegeben von A. Mercier und 
M. Kervaire. 286 S.m. Abb. Basel/Stuttgart 1956. 
Birkhäuser Verlag. Preis brosch. 36,— DM. 


- A. Einstein, Grundzüge der Relativitäts- 
theorie. 1. Aufl., zugl. 3. erweiterte Aufl. der ‚‚vier 
Vorlesungen über Relativitätstheorie“. IV + 1128. 
m. 6 Abb. Braunschweig 1956. Verlag Friedr. Vieweg 
& Sohn. Preis brosch. 10,80 DM. 


Dr. Fritz Regler. Atomphysik. Grundlagen 
und Anwendungsbeispiele für Metallkundler und In- 
genieure (Aluminium Ranshofen Mitt. Sonder- 
heft4.) 43 S. m. 39 Abb. u. 7 Tabellen. Salzburg-Groß- 
gmain 1956. Technische und Fachverlagshandlung 
F. Wessiak. Preis geh. 42,— ö.S 


Beniamino Segre, Some Properties of Diffe- 
rentiable Varieties and Transformations 
with special Reference to the Analytic and 
Algebraic Cases. (Ergebnisse der Mathematik 
und ihrer Grenzgebiete, Neue Folge, Heft 13). 183 S. 
Berlin/Göttingen/Heidelberg 1957. Springer-Verlag. 
Preis brosch. 36,— DM. 


6. Birkhoff (Harvard University, Cambridge) und 
E.H. Zarantonello (Universidad Nacional Cuyo, 
Mendoza). Jets, Wakes, and Cavities. XII + 
335 S. m. zahlr. Abb. u. 11 Tafeln. New York 1957. 
Academic Press Inc. Preis geb. 10,— $. 


E. Winter. Die Registeres der Berliner 
Akademie der Wissenschaften 1746—1766. 
Dokumente für das Wirken Leonhard Eulers in 
Berlin. Zum 250. Geburtstag. XII + 3938. 
Berlin 1957. Akademie-Verlag. 


320 


Nachrichten 


Z. angew. Math. Mech. 
Bd. 37 Nr. 7/8 Juli/Aug. 1957 


L. Brandt, Die praktische Förderung ‚der 
Forschung in Nordrhein-Westfalen.L. Raiser. 
Die Förderung der angewandten Forschung 
durch die Deutsche Forschungsgemein- 
schaft. : (Arbeitsgemeinschaft für Forschung des 
Landes Nordrhein-Westfalen, Heft 47). 100 8. m. 
zahlr. Abb. Köln/Opladen. 1957. Westdeutscher 
Verlag. Preis brosch. 9,55 DM. 


H. Ebert, Physikalisches Taschenbuch. 
VIII + 5448. m. 147 Abb. Zweite, erweiterte und 
verbesserte Aufl. Braunschweig 1957. Verl. Vieweg & 
Sohn. Preis geb. 22,80 DM. 


E. v. Angerer und H. Ebert. Technische Kunst- 
griffe bei physikalischen Untersuchungen. 
VIII + 369 S. m. 134 Abb. Braunschweig 1957. 
Verl. Vieweg & Sohn. Preis geb. 18,80 DM. 


G. Grosche, Projektive Geometrie. T eil II. 
(Mathematisch-naturwissenschaftliche Bibliothek, 
Nr. 8). III + 196 S. m. 46 Abb. Leipzig 1957. B.G. 
Teubner Verlagsgesellschaft. Preis geb. 9,10 DM. 


Dr.-Ing. habil. Alf Pflüger (Prof. a.d.TH. Hannover), 
Elementare Schalenstatik. 2. erweiterte Aufl. 
der Einführung in die Schalenstatik. VII + 112 8. m. 
56 Abb. Berlin/Göttingen/Heidelberg 1957. Springer- 
Verlag. Preis geb. 19,50 DM. 


Jahrbuch 1956 der Wissenschaftlichen 
Gesellschaft für Luftfahrt e. V. (WGL). 
Herausgegeben von H.Blenk. XIX + 247 S.m. 
297 Abb. Braunschweig 1957. Friedr. Vieweg & Sohn. 
Preis geb. 38,— DM. 


NACHRICHTEN 


München: In der Zeit vom 27. bis 29. Mai 1957 fand 
in München am Mathematischen Institut der Tech- 
nischen Hochschule eine Arbeitstagung über die Aus- 
bildung von Ingenieuren und Mathematikern in nu- 
merischer Mathematik unter Berücksichtigung der 
elektronischen Rechenanlagen statt, an der Deutsch- 
land, Frankreich, Österreich und die Schweiz durch 
Fachexperten vertreten waren. 

In Referaten und Diskussionen kam übereinstimmend 
die Ansicht zum Ausdruck, daß die modernen Groß- 
rechenanlagen einen maßgebenden Einfluß auf die 
Mathematik als Ganzes, ihren Anwendungsbereich in 
anderen Wissenschaften und ihre Auswirkungen in 
Technik und Wirtschaft ausüben. Daraus ergeben 
sich insbesondere weitgehende Rückwirkungen auf die 
Gestaltung des mathematischen Unterrichts in allen 
Stufen. 

Die Arbeitstagung empfiehlt daher ihren Teil- 
nehmern sich in ihren Ländern für die Erfüllung fol- 
gender Forderungen einzusetzen: 


1. Stärkere Berücksichtigung des numerischen Rech- 
nens und seiner mit den modernen Rechenanlagen 
verknüpften Weiterentwicklung im mathematischen 
Unterricht der Technischen Hochschulen und Uni- 
versitäten, wobei weniger an eine Vermehrung der 
Stunden als an eine der neuen Entwicklung ange- 
paßte Auswahl des Stoffes gedacht wird. 

2. Es wird empfohlen, das Fach Numerische Mathe- 
matik in die Abschlußprüfung für Mathematiker 
und Physiker (Lehramtsprüfung und Diplom- 
prüfung) aufzunehmen und auch den Ingenieuren 
in der Abschlußprüfung Gelegenheit zu geben 
Kenntnisse auf diesem Gebiet nachzuweisen. 

3. Auch an den mittleren und höheren Schulen ist 
eine Reform und Vertiefung des Unterrichts im 
numerischen Rechnen erforderlich, welche haupt- 


sächlich durch eine richtige Ausbildung der Lehr- 
amtskandidaten und eine entsprechende Orien- 
tierung der bereits tätigen Lehrer erreicht werden 
muß. 


Es sei auch darauf hingewiesen, daß sich durch den 
zunehmenden Einsatz der modernen Rechenanlagen 
in Wissenschaft, Technik und Wirtschaft erfolgsver- 
sprechende Berufsaussichten für die Absolventen 
mittlerer und höherer Schulen ergeben. 

Die Teilnehmer der Tagung sind übereingekommen, 
zu gegebener Zeit erneut zusammenzutreten, um über 
die in den einzelnen Ländern inzwischen getroffenen 
Maßnahmen zu berichten und einen weiteren Er- 
fahrungsaustausch zu pflegen. 


gez. Bauer, Cremer, Heinhold, Sauer, 
Strubecker, Walther (Deutschland). 


gez. Brillouet, Durand, Kuntzmann, Ville 
(Frankreich). 


gez. Inzinger (Österreich). 
gez. Stiefel (Schweiz). 


Braunschweig: Professor Dr. H. Schlichting 
hat die Berufung als Direktor der Aerodynamischen 
Versuchsanstalt Göttingen (AVA) der Max-Planck- 
Gesellschaft angenommen und ab 1.5.1957 unter 
Beibehaltung seines Lehrstuhles an der Technischen 
Hochschule Braunschweig die Leitung der AVA über- 
nommen. 


Gießen: Himmelfahrt, den 30. Mai, verschied der 
ordentliche Professor der Mathematik an der Uni- 
versität Gießen, Dr. phil. Egon Ullrich, im 55. Le- 
bensjahre. 


Der ursprüngliche Plan, die GAMM-Tagung 1958 in Gießen abzuhalten, kann 
wegen des Todes von Herrn Professor Dr. Ullrich nicht verwirklicht werden. 
Dankenswerterweise hat Herr Professor Dr. Dörr zugestimmt, daß die GAMM- 


Tagung 1958 in der Osterwoche (9. 


13. April 1958) an der Universität Saar- 


brücken abgehalten wird. Die örtliche Vorbereitung der Tagung wird Herr Pro- 
fessor Dr. Dörr übernehmen. 
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Romberg, Aachen, Institut für Angewandte Gasdynamik 
der Deutschen Versuchsanstalt für Luftfahrt e. V. 
Beitrag zur Theorie der stationären, auftrieblosen Schall- 
. strömung an schlanken Rotationshalbkörpern 

of. Dr. R. Sauer, München 2, Arcisstr. 21 
Neue Ergebnisse und Methoden in der theoretischen Gas- 
-  dynamik i 
W. Schmidt, Aachen, Theaterstr. 13, I. Institut für Angewandte 
Gasdynamik der DVL 
Herleitung und Genauigkeit eines Invarianzkriteriums für 
die Strömungszusammenhänge an vergleichbaren Körpern 
Dr. A. Slibar, Wien XI, Geiselbergstr. 36/46 (Österreich) und 

P.R. Paslay, Wien: 

Über die Strömung von Bingham Plastiken 
v. Spiegel, Amsterdam-W., Sloterweg 145 
Über singuläre Lösungen des Tragflächenproblems 
Prof. Dr. H. Timmann, Delft, Jaffaiaan 162 (Holland) 
Probleme aus der Theorie der dreidimensionalen Grenz- 
schichtströmung B 


A.I. LURJE 


Übersetzung aus dem Russischen 


x 


e und das Verhalten eines Systems an der Stabilitätsgrenze ein. 
In der deutschsprachigen Literatur sind die von Lurje erläuterten Probleme bisher nur wenig untersucht 
worden. Dasie sehr aktuell sind, kommt diesem Werk eine besondere Bedeutung zu. Mit seiner guten und 
verständlichen Darstellungsweise ‘wendet sich das Buch in erster «Linie an Ingenieure, die sich mit der 


Berechnung und dem Bau von selbsttätigen Regelungssystemen befassen, aber auch an Physiker und 


angewandte Mathematiker. 
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BESDENIE- VERLAG. BERLIN 


Einige nichtlineare Probleme aus 
der Theorie der selbsttätigen Regelung 


In deutscher Sprache heran &reshen von Prof. Dr. H. KINDLER und Dr. R, REISSIG 


1957 . XII, 164 Seiten — 24 Abbildungen — gr. 8° — Ganzleinen 15 —DM 


Das Werk enthält einige Arbeiten des Verfassers“über nichtlineare Probleme der Regelungstheorie. Nach 
der [Fixierung des Problems entwickelt er eine Methode zur Reduktion der Bewegungsgleichungen eines 
Regelungssystems auf die von ihm als kanonisch bezeichnete Form. Ferner behandelt er die Stabilitäts- 


kriterien für nichtlineare Regelkreise und geht im Anschluß hieran auf Selbstschwingungen in Regelkreisen 


” 


Dr..H. Witting, Freiburg i. Br., Math. Institut, Hebelstr. 40 
Erweiterung der Theorie der Taylor-Görtler-Wirbel 


„Priv.-Doz. Dr. J. Zierep, Aachen, Karl-Marx-Allee 10 
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Prof. Dr. K. Krienes, Dresden A 27, Würzburger Str. 77 

Prof. Dr. H. Heinrich, Dresden A 27, Friedrich-Hegel-Str. 31 

Prof. Dr. H. Neuber, München A 13, Adelheidstr. 8 Ill 

Prof. Dr. W. Albring, Dresden A 20, Südhöhe 9 

Frau Prof. Dr. M.P.Geppert, Bad Nauheim, Kerckhoff-Institut, 
Statistische Abt. 


Prof. Dr. Fr. A. Willers, Dresden A 36, Kauschaer Sir. 6 
Frau Prof. Dr. M. Hasse, Dresden A 27, Zeunerstr. 91 
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